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A mathematician, like a painter or a poet, is a maker of patterns. If his
patterns are more permanent than theirs, it is because they are made with
ideas.

Godfred Harold Hardy,
7 de Fevereiro de 1877 - 1 de Dezembro de 1947.



Resumo

Rosero Garcia, Hector Andrés. Superficies Isocurvadas no Semiespaco Eucli-
diano Tridimensional. Goiania, 2017. 65p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto
de matematica e estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Neste trabalho, desenvolvemos as bases do conceito de Superficie Isocurvada, introdu-
zido em [2] por Barroso e Roitman, isto €, uma superficie imersa numa variedade 3-
dimensional M a qual tem a mesma curvatura Gaussiana induzida por duas métricas dife-
rentes em M. Segundo isso, mostramos um método geométrico para a geracao de exem-
plos nao triviais de superficies isocurvadas elipticas e hiperbdlicas no caso particular de
M = ]R?F com as métricas conformes Euclidiana e hiperbdlica. Também exibimos alguns

exemplos subjacentes ao método acima.

Palavras—chave
Curvatura Gaussiana, métricas conformes, espago hiperboélico, superficies mini-

mas, congruéncia de geodésicas.



Abstract

Rosero Garcia, Hector Andrés. Isocurved surfaces in Euclidean three-
dimensional half-space. Goiania, 2017. 65p. MSc. Dissertation. Instituto
de matematica e estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work we develop the basics of the concept of Isocurved Surface, introduced in
[2] by Barroso and Roittman, that is, a surface immersed in a 3-dimensional manifold M
and which have the same Gaussian curvature induced by two different metrics. Later on,
we show a geometric method to generate non-trivial examples of elliptic and hyperbolic
isocurved surfaces for the particular case of M = Ri and the Euclidean and hyperbolic
metrics induced on it. We also exhibit some examples coming from the geometric method

above.

Keywords
Gaussian curvature, conformal metrics, hyperbolic space, minimal surfaces,

congruence of geodesics.
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Introducao

O cendrio tipico em problemas sobre geometria de subvariedades é usualmente
dado por uma variedade Riemanniana M e a busca por uma subvariedade S C M com
algumas propriedades geométricas especiais com respeito ao ambiente Riemanniano em
M. Neste sentido, inumerdveis trabalhos tem sido escritos na procura de generalizar
subvariedades que, sob condicdes particulares, possuem curvaturas, tensores ou algumas
outras propriedades geométricas iguais. Neste projeto, que serd baseado no trabalho de
Barroso e Roitman ([2]), vamos considerar um problema que generaliza a questdo acima
no seguinte sentido, ao invés de uma unica métrica em M, iremos considerar um par de
métricas, g1 € g2, € buscar por uma subvariedade S C M com uma propriedade especial que
depende de ambas as métricas g1 e g». E claro que se as métricas g| e go sdo arbitrarias
este problema pode se tornar um tanto complicado. Entretanto, assumindo que g1 e g2
estdo numa mesma classe de métricas conformes, existe um fértil e ainda inexplorado
campo a ser estudado. Nesta ordem de ideias, vamos considerar o problema abaixo.

Lembramos que duas métricas g1 € g» numa variedade Riemanniana M sdo ditas
conformes se existe f € C*(M,R) tal que g = f2g> chamada comumente de fator de
conformidade ou fator conforme (ver [5]). Como foi implicito acima, o fato de "ser
conforme a"gera uma relagdo de equivaléncia no conjunto das métricas Riemannianas
sobre M.

Seja S uma superficie imersa em R3 := {(x1,x2,x3) € R¥x3 > 0}, e ds? e ds?

as métricas Euclidiana e hiperbdlica em Ri dadas por

dsg :dx% + dx% + dx%,

> ds,
dSh = R
X
3

Vamos denotar por K, e K}, as curvaturas Gaussianas das métricas em S induzidas por ds>
e ds%, respectivamente. Em geral, ao longo deste trabalho, os diferentes elementos com
indices h e e, fardo referéncia aos calculados segundo a métrica hiperbdlica ou euclidiana

respectivamente.

Problema: Encontrar superficies imersas em Ri tais que K = K.



12

Para simplificar nosso trabalho, tais superficies serdo chamadas de Superficies
Isocurvadas.

Alguns exemplos triviais de superficies isocurvadas surgem naturalmente, os pla-
nos horizontais imersos em Ri tem K; = K, = 0, no presente trabalho procuramos por
uma generalizacdo destas superficies, propriedades particulares e métodos geométricos
concretos que permitam encontrar infinitos exemplos ndo-triviais de superficies isocurva-
das. Com este objetivo, organizamos nosso estudo como segue.

No capitulo 1, Preliminares, introduzimos os conceitos bdsicos da geometria de
superficies que serdo utilizados ao longo do trabalho, bem como o conceito e exemplos
imediatos de superficies isocurvadas.

No capitulo 2 procuramos por uma generalizacdo das superficies isocurvadas,
localmente elas podem ser vistas como o grafico de uma funcao diferenciavel @(u,v) de-
finida num dominio em dR3 , com o que obteremos uma expressio em termos e equagdes
diferenciais parciais e uma classificacao relacionada diretamente com a geometria pro-
pria da superficie. Também neste capitulo € mostrada uma propriedade de invariancia da
condicao de isocurvatura nas superficies paralelas (no sentido hiperbdlico) da superficie
original.

Como é comum no campo das equacdes diferenciais parciais, nem sempre € facil
encontrar solugdes explicitas para as EDP que caracterizam as superficies isocurvadas, o
que faz com que se seja conveniente encontrar um método geométrico mais apropriado
para a geracdo de exemplos ndo triviais destas superficies.

No capitulo 3, mostramos métodos geométricos para obter estes exemplos a
partir da surpreendente relacdo que as superficies isocurvadas tem com as superficies
minimas imersas em R? e as superficies minimas tipo-tempo em .. Esta relagiio é obtida
ao estudar as congruéncias de geodésicas de H® que tem superficies isocurvadas como
superficies ortogonais.

Finalmente, no capitulo 4, fazendo uso desses métodos geométricos e a geracao
de superficies minimas a partir de dados de Weierstrass, mostramos alguns exemplos
relacionados as superficies minimas mais conhecidas na literatura, assim como alguns

outros exemplos nao triviais.



CAPITULO 1

Preliminares

Ao longo deste trabalho estudaremos superficies, e suas propriedades, em ambi-
entes euclidianos e ndo euclidianos, faremos uso de conceitos geométricos ja conhecidos
como as curvaturas principais, curvatura média, gaussiana, seccional ou extrinseca de
uma variedade ou uma superficie em R3, métricas conformes, geodésicas, campos vetori-
ais, entre outros, que podem ser estudados mais a fundo em inumeraveis fontes bibliogra-
ficas cléssicas (ver por exemplo [7], [8], [22]). Alguns destes conceitos necessarios vao

ser expostos neste capitulo e, alguns outros, ao longo do texto conforme for preciso.

1.1 Superficies no espaco Euclidiano.

Definicdo 1.1 Seja S um subconjunto ndo vazio de R3. Diz-se que S é uma superficie
regular se, para cada p € S existem uma vizinhanca V C R de p, um aberto U C R? e
um homeomorfismo diferencidvel X : U — V NS tal que a diferencial dX, : R>2 5> R3¢
injetora para todo q € U.

Dizemos que a aplicacdo X € uma parametrizagdo de S.

Um vetor tangente a um ponto p € S € um vetor tangente a uma curva parame-
trizada diferencidvel o : (—€,€) C R — S com a(0) = p. O conjunto de todos os vetores
tangentes a S em p, denotado por 7),S € chamado de plano tangente a S em p. Se X €
uma parametrizagdo de S em p, entdo T,,S coincide com o subespago vetorial gerado por
{%;i - 1,2.}, onde p = X(q).

O produto interno natural de R? induz em cada plano tangente a S, T,S, um pro-
duto interno (,) ,, esta restricdo do produto interno candnico de R3 aos planos tangentes

€ chamada de primeira forma fundamental I de S. Logo, paracadap € S,1,: T,S — Re
Ip(W17W2) = <W17W2>7 (1_1)

com wi,wy € Tp,S.
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Em coordenadas locais (ver [7]), dada uma parametrizagdo X(u,v) e o ve-
tor tangente w € 7,5, podemos ver w = o/(0) para uma curva parametrizada o(r) =
(u(t),v(t)),t € (—¢,€) com p = a(0) = X(up,vo), donde

I,(0/(0)) = (0 (0),0(0))
= <qu/ + XV, X + va'>

(1-2)
= <Xuaxu> (”/)2 +2 <XquV> (”/)(V/) + <XWXV> (V/)z
=E()?+F)(V)+G()?
e se definem assim os coeficientes E, F, G da primeira forma fundamental como
E=(X,X,), F=2(X,,X,), G={X,X,). (1-3)

Uma superficie regular S € dita orientdvel se é possivel cobrir ela com uma
familia de vizinhancas coordenadas tais que, para cada ponto p € S contido em duas (ou
mais) vizinhancas desta familia, o Jacobiano do cambio de coordenadas é positivo em p.
Equivalentemente em R3, ver [7], uma superficie regular S € orientdvel se e somente se
existe um campo vetorial unitdrio N : S — R3. Neste caso, dizemos que N determina uma
orientagdo em S e, se S € de fato orientdvel, a aplicacdo N toma valores na esfera unitdria
S2, e a aplicacdo N : S — S? é chamada de aplicacdo normal de Gauss.

A aplicac@o de Gauss € diferencidvel, e a sua diferencial dN, em p € § € linear de
T,Sem TI,S2 =T,S, além de mais, € auto-adjunta, o que permite associar a dN, uma forma
quadrdtica I1,, chamada de segunda forma fundamental, em T,S e definida da seguinte

forma:
I,(wi,w2) = <—de(W1),W2>,

com wi,wy € T,S. Consequentemente, a segunda I/ forma fundamental € uma forma
bilinear simétrica sobre 7),S, para todo p € S.
Em coordenadas locais, os coeficientes da segunda forma fundamental e, f, g

(em alguns textos chamados de [/, m, n), vem dados por
€= <N7qu>7 f= <N7Xuv>> 8= <N7va>~

Definicao 1.2 As curvaturas principais k,ky de S em um ponto p, sdo os autovalores de

dN). Dessa forma, se definem a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K por:

_ ki +ko _ tra(—de)
2 2

H (1-4)
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K =kik> :det(—de), (1-5)
onde tra e det denotam, respectivamente, o traco e o determinante de dN),.

Podemos também obter expressdes para as curvaturas média e Gaussiana em
em termos dos coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais em coordenadas

locais como segue
eG—2fF +gE eg — f2
H = K=—"—. 1-6
2(EG—F?) ’ EG—F? (1-6)

Definicdo 1.3 Uma superficie S C R3 e dita minima se sua curvatura média é identica-
mente nula (H = 0).

1.2 Espaco hiperbdlico

Diferentes modelos equivalentes podem ser usados para definir o espaco ambi-
ente, em termos da geometria hiperbdlica, no qual vamos considerar imersas as nossas
superficies, a continuagdo, definiremos os que serdo mais uteis para este trabalho e alguns

dos seus elementos e propriedades particulares. [20].

1.2.1 Modelo do semi-espaco

Seja R3 := {(x1,x2,x3) € R x3 > 0}, munido com a métrica

o ds?  dx}+dxd+dx;
ds = — =
" x3 '
3 3

Definimos H® = (R3.,ds7), chamado de modelo do semi-espago superior do espago hi-
perbdlico. Pode-se mostrar (ver [8]) que H?3 é uma variedade diferencidvel com curvatura
seccional constante igual a —1.

Em cada um dos modelos do espago hiperbdlico as linhas geodésicas, em
diante chamadas h-geodésicas, tem formas diferentes de ser definidas, no modelo do
semi-espaco acima definido, as h-geodésicas da variedade sdo semi-retas verticais e
semicirculos perpendiculares ao plano x3 = 0(= dR3 ) com centro também nesse plano.

Podemos notar que ds> e ds% sdo métricas conformes, em R3, com fator de

conformidade x%.

1.2.2 Modelo do hiperboloide

Um outro modelo do espaco hiperbdlico 3-dimensional se define como uma sub-

variedade do espago 4-dimensional de Lorentz-Minkowski L* = (R%,(,),), onde (,); é o
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semi-produto interno Lorentziano, definido parax = (x1,x2,x3,%4),y = (y1,2,¥3,4) € R*

como

(X,y)p = —X1y1 +X2y2 + X33 + X4Y4.

O chamado modelo de Minkowski do espago hiperbodlico € definido pelo conjunto
H’ = {ve L4; <V,V>L =—1,x; =0},

munido com a métrica ambiente ds% = —dx% + dx% + dx% + dxi.

As h-geodésicas neste modelo sdo interse¢des de H® com hiperplanos que
passam pela origem de IL*, e sdo da forma A(t) = ej cosh(z) + e, sinh(z). Ver [20], secdo
3.2.

O modelo de Minkowski definido acima vai ser util principalmente na se¢ao
2.2, onde estudaremos propriedades puramente hiperbolicas das superficies. Nao deve
ser confundido com o espago > onde na Secdo 3.2 consideraremos imersas algumas
superficies; um estudo resumido da geometria de superficies no espaco 3-dimensional de
Lorentz-Minkowski L., pode ser encontrado no Apéndice A em conjunto com algumas
referencias af citadas.

Existem vdrios outros modelos equivalentes para definir e estudar diferentes
componentes da geometria hiperbdlica em diferentes dimensdes, que ndo vao ser estu-
dados neste trabalho, porém, se precisar, o leitor pode encontrar um breve estudo destes

modelos e outros detalhes em [3].

1.3 Superficies Isocurvadas

Voltando ao modelo do semi-espago, e dando continuidade ao problema estabe-
lecido na nossa introducio, consideramos agora uma superficie S imersa em R> ; como
Ri admite as duas métricas conformes dsg e ds,%, S herda as duas métricas induzidas pelo
ambiente, e, com isto, os elementos geométricos proprios induzidos por cada uma delas.
O nosso propdsito, a continuacao, € estudar as curvaturas Gaussianas relativas as métricas
Euclidiana e hiperbdlica induzidas sobre S e caracterizar superficies tais que K, = Kj, e as
suas propriedades particulares.

Os exemplos mais imediatos para garantir inicialmente a existéncia das superfi-
cies isocurvadas sdo os planos paralelos a OR> , x3 = ¢ para ¢ = cte., pois K, = K, =0 em
todo ponto, ndo assim os planos ndo horizontais, pois por defini¢ao a métrica e curvaturas
se vem afetados pelas variagdes na terceira coordenada. Tomando agora um cone circular
C de eixo vertical e vértice v € dR3 , temos novamente K, = K, = 0, donde C — {v}, é

também uma superficie isocurvada (Ver Figura 1.1 (a)).
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(a) Familia de cones. (b) Superficie regrada.

Figura 1.1: Exemplos de superficies isocurvadas.

Para um ultimo exemplo, ainda com curvatura nula, considere uma curva tractriz
o contida num plano vertical P, a partir de & podemos construir uma superficie regrada S
com a familia de retas horizontais que passam pelos pontos de o e sdo perpendiculares (no
sentido Euclidiano) a P (ver Figura 1.1 (b)), como € fécil calcular a partir dos coeficientes
da primeira e segunda forma fundamentais de S, K, = 0, de igual maneira, como veremos

no seguinte capitulo, K, = 0, logo S € isocurvada.



CAPITULO 2

Principios basicos das superficies isocurvadas

Neste capitulo estabelecemos a EDP caracteristica dos gréficos isocurvados, bem
como a invariancia da propriedade de isocurvatura para superficies paralelas no sentido

hiperbdlico.

2.1 A EDP carateristica dos graficos isocurvados.

Nosso primeiro objetivo no estudo das superficies isocurvadas, serd caracteriza-
las mediante identidades que permitam gerar uma quantidade suficiente de exemplos que
justifique nosso estudo e o estudo das suas propriedades particulares. Com isso em mente,
vamos agora mostrar a relagdo entre as curvaturas Gaussianas K, e K, de S C ]Ri. Suponha
N, um campo de vetores normal unitario sobre S, dai, com o produto interno euclideano,

para todo p = (x1,x2,x3) € S, (Ne(p),Ne(p)), = 1; agora, na métrica hiperbélica teremos

(Ne(p),Ne(P))p.p = <Ne(p))’€]%ve<p>>e = xl% donde (x3Ne(p),x3Ne(p))p,, =1

para todo p € S, e assim x3N, € um campo normal unitdrio sobre S no sentido hiperbdlico.

Da geometria cldssica de superficies, lembramos que as curvaturas principais,
k{ e k5, sdo obtidas como autovalores da aplicagdo dN, , : T,S — T,S, isto é, dN, ,(e;) =
k¢(e;), (i=1,2), onde e e es sdo as dire¢des principais de dN, ,. Em termos hiperbélicos,

com N, = x3N,,

d d
dNpp(v) = ENh(P +1v)|i=0 = E()@Ne)(p +1v)]i=0

fazendo v = ¢; temos que dNj, ,(e;) = e3N,(p) +x3dN, p(e;), donde encontramos que as

curvaturas principais euclidianas e hiperbdlicas estdo relacionadas por
K= xaké4n3, i=1,2; (2-1)

onde n3 € a terceira coordenada de N, em p.
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Com isto, € possivel calcular a curvatura média e gaussiana de S em termos hiperbdlicos,

por um lado
KPR x3k§ 4 xskS + 2n3
2 2

por outra parte, a curvatura extrinseca de S vem dada por

Hy, =x3H, +n3; (2-2)

Koy = ki’ké’ = (x3k{ +n3)(x3k5 +n3) = x%Ke +2H,x3n3 + n%,

agora, aplicando a equagdo de Gauss, ([8]) K, = K.y + ko, onde kg € a curvatura seccional
da variedade, temos que a relacdo entre a curvatura gaussiana euclideana e a curvatura

gaussiana hiperbdlica esta dada por
K, = x%Ke +2H,x3n3 + n% — 1. (2-3)

Observacio 2.1 Este resultado pode ser generalizado para qualquer métrica g;; =
dij/ 2 conforme a métrica euclidiana, onde em termos gerais as curvaturas principais
vdo estar relacionadas pela equagdo ki = fk{ + (N,Vf), conseguindo analogamente

expressoes que relacionam as curvaturas média e Gaussiana como foi feito acima, [5].

Exemplo 2.1 No capitulo 1 foi mencionado que para uma superficie ¥ regrada ho-
rizontalmente a partir de uma tractriz contida no plano xz como a vista na figura
1.1 (b), K, = 0. De fato. Aplicando a equacdo 2-3 para uma parametrizacdo de X,
X:Q CR? — R? X(u,v) = [u— tanhu,v,sechul, vemos que x3K, + 2H,x3n3 +n3 — 1 =
sechu x 0+ cschusechutanhu + tanh? u — 1 = 0 para todo ponto de X(Q).

Localmente, podemos considerar a superficie S como o grafico de uma fungdo
diferencidvel ¢ definida num dominio de BRi ([7], [22]) e aplicar as defini¢des cldssicas
para curvaturas média, gaussiana e campo normal em 2-3. Explicitamente (ver por

exemplo [7]), elas estdo dadas por

o K= Pu®r =@ g (14000~ 20u0Pur+ (1+05)Qus
O (1@ +eR)? e 21+ @2 1 ¢2)3/2
(_(pLH_(PWI) 1
Ne: ,d d — ;
(+ei+e)i O T (T gregl)

donde 2-3 € equivalente a

2 PuuPw — (ng (1+ (Pi)(va — 20,0, Quy + (1 + (P%)(Puu 1

K, = —1.
O e T ® (I+¢2+92)2 Ay

Agora, no nosso caso particular, procuramos por superficies tais que Kj, = Ko,

assim, o grafico de uma fung¢ao diferencidvel ¢ é uma superficie isocurvada se, e somente
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se, ¢ € solucdo da seguinte equagdo diferencial parcial

(1 — ) Q@ = Py QL+ ) — 20uPPuv + (14 )]

+|Vol?=0 (2-4
1+ |Vo|? 1+ |Vo|? Vel (2-4)

onde |Vo|*> = (p,% + (p%. Estudaremos um pouco mais a importante igualdade obtida acima.
A equagdo 2-4 é uma EDP de Monge-Ampere de segunda ordem do tipo misto,

isto €, uma equacgdo da forma
A((Puuq)vv - (Piv) + BQuu +2CQyuy + D@y, + E =0, (2-5)

onde A, B, C, D e E sdo funcdes em termos de u, v, ®, ¢, e ¢, ([14]). O estudo
das equacdes de Monge-Ampere € extenso, € escapa aos objetivos do nosso trabalho,
porém a classificacdo analitica de ditas equagdes ([14], [17]) pode ser interpretada
geometricamente e serd utilizada para classificar as superficies isocurvadas e os métodos
para calcular novas superficies com a propriedade de isocurvatura.

Seja agora A = AE — BD +C?, a equagio 2-5 (e de igual maneira 2-4), ou as suas
solugdes, sdo classificadas como elipticas se A < 0, hiperbolicas se A > 0 ou parabdlicas
no caso que A = 0. Esta classificacdo serd agora adotada também para as superficies
isocurvadas obtidas como solugdo da equacao 2-4, isto é, se @ € solucdo eliptica de 2-4 é
uma solucgdo eliptica, a superficie isocurvada serd denominada também como superficie
isocurvada eliptica, de maneira andloga se ¢ for hiperbdlica ou parabdlica assim serd
classificada a superficie. A seguinte proposicao relaciona esta classificacdo diretamente

com a geometria propria da superficie.

Proposicao 2.1 Seja S uma superficie isocurvada que é o grdfico de uma fungdo @(u,v)
definida num dominio do plano x3 = 0. Para pontos (u,v,9(u,v)) tais que o vetor normal
a S ndo é vertical, i.e. |Vo| # 0, seja p(u,v) o raio euclidiano do circulo ortogonal a
x3 = 0 que representa a h-geodésica que passa através de (u,v,Q(u,v)) e é ortogonal a S

nesse ponto. Entdo ¢ é

e Uma solugdo eliptica de (2-4) se e somente se p > 1 ou |[Vo|| = 0.
e Uma solugdo parabdlica de (2-4) se e somente se p = 1.

o Uma solucdo hiperbolica de (2-4) se e somente se p < 1.

Prova. Rescrevendo novamente a equagdo (2 —4) na forma (2-5) temos

o(1+¢?) 20,0,0 o(1+¢2)

1 —¢?
T Vel YT T e T T VP2

¥ w+ Vo> =0,
1+ Vo2 Pn+[VOl

(2-6)

(QuuPw — (Piv)
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igualdade que se tem se, e somente se

(1= 9") (@u®rv = Pay) = @1+ 97 Puts + 204, 9Py — (1 +03) Py + (V) (14 Vo) =
(2-7)
Deste modo, temos A = 1 — %, B= —¢(1+0?2), C = 9,0,¢, D = —¢(1 +¢2) e

= (2 +¢2)(1+ @2 + ¢2), e o discriminante A é dado por

A=AE —BD + C?
= (1-9*) (Vo) (1+|Vo) — > (1+0;) (14 93) + 9° 0, 0;
= (1= @)z +9)(1+|Ve*) — 0*(1+[Vo|?)
= (1+[Vel*)([V]* — ¢°[Ve|* — ¢?)
—(1+|Vo[*) (¢*(1+|Ve*) — [Vo|*)

Donde ¢ & eliptica nos pontos em que |V@|?> = 0, pois A = —@? < 0. Suponha agora que
|V@|? # 0. Vamos calcular o raio da h-geodésica que passa através de P = (u, v, ¢(u,v))
ortogonal a S nesse ponto. A dita geodésica estd contida no plano ¥ que contem o vetor
normal em P, M e € perpendicular ao plano x3 = 0, isto €, o gerado pelas direcdes unitarias

e1 e e3 onde e3 é o vetor candnico (0,0, 1) e e; é a projecdo (normalizada) de | em aRi.

( (Plla (pWO)
Vol -
Assim, podemos notar em X, 1 = |V@|e; + e3. Rotacionando este vetor m/2

Dai, tomando N = (—@,, —@,, 1), temos ¢ = Hng ;H

radianos, obtemos o vetor auxiliar

—1
Vol

Vol
1

~ [cos<n/z> ~sin(n/2) o1+ Vol

| sin(m/2)  cos(m/2)

ou, em termos da base canonica,

- Oy
n= (Wcm ol ‘P’)

O centro ¢ da h-geodésica procurada esté na intersecdo da reta o(t) = P+ 17 com dR3,

= 0000 0 (o 7).

tal que 7o|V@| + @ = 0, donde 1) = —@/|V@| e assim

_ Y o0 99, ]
o= ne) |V<p|(|wp| |V<pr""'> ( Vop” |V<p12’°)' 28)

logo,
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O raio p € a distancia (euclidiana) entre P e G, isto &,
PO, PO,
(u,v,(p)—(u— V= ,O)‘
Vo|?"  [Veol?

g2 ?¢r N\
:(rw w“‘")

1/2
Vo|? )
= +1
® (\w
_ 9V 1+[VeP?

Vol

p:

(2-9)

Com isto, p = 1 < @*(1 4 |Vo|*) = |V¢|?, donde ¢*(1+ [Vo|*) — Vo[> =0 = A=0,
e @ é parabdlica. Analogamente, p > 1 < @*(1 +|Vo[?) — [V@|*> > 0 < A < 0, pois
— (14 |V@|?) é sempre negativo, e assim ¢ é hiperbSlica. Finalmente vemos também
que p < 1< @*(1+|Vo|?) — |Vo|* <0< A <0 e, neste caso, ¢ é eliptica, com o que
conclui a demonstragao. O
Note que, dependendo da fun¢do @, ela pode ser de diferentes tipos (eliptica, hiperbdlica
ou parabdlica) dependendo do dominio onde seja estudada, de igual maneira, como serd
comentado no capitulo 4, podemos encontrar superficies isocurvadas que mudam também

a sua classificacao em diferentes pontos.

2.2 Invariancia das superficies isocurvadas

No estudo cldssico da geometria de superficies é conhecido que, em grande
parte dos casos, as propriedades e informagdes relevantes de uma superficie S podem ser
herdados por superficies que sdo resultado de uma ou varias transformacdes (translacdes,
rotacdes, etc.) da superficie original. Nos diferentes modelos da métrica hiperbdlica,
estas transformacdes podem afetar de maneira negativa as curvaturas e propriedades das
superficies isocurvadas, pois as translagdes verticais ou rotacdes afetam diretamente a
coordenada x3 e, com isto, a relacdo entre curvaturas gaussianas e médias, resultando
na perda das propriedades que sdo objetivo principal do nosso estudo. Porém, como
veremos adiante, certas relacdes menos intuitivas entre superficies, como o conceito de
paralelismo hiperbdlico ou as congruéncias geodésicas podem preservar ou inclusive
dotar as novas superficies da propriedade de isocurvatura desejada. Definimos a seguir
estes dois conceitos usando o modelo hiperbdlico de Minkowski, (H? ¢ L*). Um estudo
mais completo destas relacdes em geometrias nao euclidianas pode ser encontrado em
[21].

Em termos gerais, uma congruéncia geodésica num espaco tridimensional M de

curvatura seccional constante, € uma familia a 2-parametros de geodésicas em M, isto é,
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sob certas condi¢des, uma aplicacdo que associa, a cada ponto de uma subvariedade N de

M uma geodésica de M. Localmente uma congruéncia geodésica em H> C IL* é dada por
cosh(A)X (u,v) +sinh(A)E(u,v),

onde X : Q € R?> — H? é uma inclusio isométrica e & é um campo vetorial unitdrio em
H3

Definicdo 2.2 Seja S € H3 uma superficie orientdvel, e seja N um campo normal em S.
Dizemos que uma superficie S' é h-paralela a S se existe uma congruéncia de geodésicas
entre S e S' tal que a distdncia entre pontos correspondentes é constante, isto é, para cada
p € S temos p' = cosh(t)p + sinh(¢)N, onde t # 0 é uma constante real. Dizemos que S e

S" sdo superficies h-paralelas a uma distdncia t

Embora as métricas euclidiana e hiperbdlica tenham a mesma relevancia na
definicao de superficies isocurvadas, a seguinte propriedade sugere que essas superficies
podem ter uma descri¢do geométrica alternativa unicamente em termos da geometria

hiperbdlica.

Teorema 2.3 Seja S uma superficie isocurvada e S' a superficie h-paralela a distdncia t.

Se S' ¢ suave, entdo é também uma superficie isocurvada.

Prova. A equacdo 2-3 que define as superficies isocurvadas, pode ser readaptada da

seguinte maneira: Por defini¢do, K;, = K,, logo K,; = K, +1 = K, + 1, assim

Kh+1—x%Ke—2Hex3n3—n% :O<:>Kh+1—x%Kg—x%—2Hex3n3 —n%—l—x% =0

< Koy (1 —x%) —2H,x’n3 —n% —|—x% =0

(2-10)

mas Hy, = x3H, + n3, donde H, = Hhx—:'” e assim, (2-10) é equivalente a

H, —
Kou(1-33) =226 —nd 44 = 0
X3 (2-11)
& Koy (1 —x3) —2Hpn3 —I—n% —|—x% =0
Portanto, basta provar que se (2-11) vale para S, entdo

Ko (1= (:5)%) = 2Hjns + (n)* + (x5)° = 0 (2-12)

se cumpre para S, onde as quantidades com superindice 7 sdo relativas a superficie S'. Para
isto, & conveniente comegar por reescrever S e S no modelo do hiperboloide H? C IL* para

obter assim expressoes mais manejaveis no modelo do semi-espago superior.
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Sejam P = (p17p27p37p4) en= (n17n27n37n4) 0 vetor pOSiQéO € 0 campo
normal de S no modelo do hiperboloide de H?>. Entdo, a superficie paralela S’, neste

modelo, tem vetor posi¢do e campo vetorial normal unitdrio dados por [Ver [21], p. 23-26]

P' = cosh(t)P+sinh(t)n e M’ = sinh(t)P + cosh(¢)n. (2-13)

. CcFo - T4 3
Agora, considere-se a aplica¢do ¢ : L™ — R-.

u u 1
(1)(141,142,143,144) = ( 2 & )

U —us Ul —us Ul — Us

que aplica a folha superior do hiperboloide —u% + u% + u% + uﬁ = —1 sobre o semi-espago
superior. Usando ¢ e 2-13, vemos que a terceira coordenada e o vetor normal euclidiano

de S e ' estdo dados por

1 1

1
X3 = , X3=
pi—ps O P -P
1
= (2-14)
Py +sM1 — cPy+ 514
1
 c(Pr—Py)+s(N1—Ma)
© P —P
py— T ng:_s( 1 —P4) +c(Mi —M4) (2-15)
P — P C(Pl —P4) +S(T]1 —1]4)
onde ¢ = cosht e s = sinht.
Usando 2-14 e 2-15 podemos ver que 2-11 é equivalente a expressao
Kex ((P1 = P3)* = 1)+ 2Hy(Pi — Py) (M1 —M4) + (N1 —Ma)* + 1 =0. (2-16)

Vamos também precisar das seguintes igualdades (as quais podem se encontrar
em [21]), que relacionam a curvatura gaussiana e média de S com as da superficie h-

paralela §'.

K
K! = 2-17
"™ cosh2r — sinh27H), + sinh72K),’ @17
H_~ sinh 2¢ + cosh 2t Hj, — sinht cosh?Kj, (2-18)

b= cosh2t — sinh2tHj, + sinh12K;,
Podemos adaptar 2-17 e 2-18 usando as identidades elementares da trigonometria

hiperbdlica e novamente o fato de K,y — 1 =K, e K., — 1 = K;l, donde, retomando a
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notacdo de 2-14 e 2-15,

Kt _ kext —1
M 2452 —2scH), + 5% (koxt — 1)
kew — 1+ ?+ 52— 2scHp + 5% (kext — 1)
= §2kexs — 25cH), + 2

+1

2-19
(4 1) (kew — 1) + 2 + 57 — 2scH, (e-19
a 52k oy — 25cH), + 2
B ko — 25cH), + 52
 §2kgy — 2scH), + 2
e
Bt (¢ +52)Hy, — 2s¢ — s¢(keys — 1)
h §2koyy — 25cH), + 2
2 2 _ _ _
_ (¢=+s°)Hj, — 25¢ — SCkeys — SC (2:20)

§2koy — 25cH), + c2
(¢ +52)Hy, — sc(kex + 1)
2k —2scHp + 2

Substituindo 2-19 e 2-20 em 2-12 obtemos que

ko — 2scHy, + 52 - ( 1 )2
§2koyy — 25cH), + 2 c(Pr—Py)+s(M1 —Ma)
(c? +52)Hy, — sc(kexs + 1) s(PL — Py) +c(M1 —M4) N (s(Pl —Py)+c(Mp —Ma) > 2
52keys —25cHp + 2 c(Py —Py) +s(M1 —Na) c(Py—Py)+s(M1 —Ma)

+2

1 2
! (C(P1 —Py)+s(y —m)) -
Multiplicando esta dltima igualdade por (¢(P; — P4) +s(M1 —N4))? (5%kes — 25¢Hy, + ¢*) temos
(Pkext — 25cHy +5%)[(c(Py — Py) + (1 —Ma))? — 1]
+2((? + 5% Hy — sc(kew + 1)) (s(Py = Pa) +c(N1 —N4)) (c(P1 — P) +5(M1 —Na))
+ (% ket — 25cHy + ) [(s(Py — Py) +c(M1 —M4))*> 4+ 1] = 0.
Expandindo completamente esta expressio teremos
Koxi[c2(c(Py — Py) +s(M1 —M4))? — 2 — 2522 (Py — P4)? — 253¢(Py — Py) (M1 —M4)
=25} (Pr = Py) (1 —Ma) = 2572 (M1 = Ma)? + 8 (s(P1 — Pa) + (N1 —Ma))* + 7]
+2Hy[(¢® + ) (s(P1 — Pa) + (M1 = Ma)) (c(Py — Py) +s(M1 —Ma)) — se(c(Pr — Pa)
+sM1 —M4))? +5¢c —sc(s(Py — Py) + () —Ma))? — sc]
+52(c(Pr = Pa) +s(1 —Ma))? — > = 2sclsc(Py — Pa)* + s> (P1 — P1) (M1 — Ma)
+ (P = Pr)(M1 —M4) +se(i =)’ + ¢ (s(Py — 1) +c(1 —m4))* +* =0,
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fatorando a equag@o acima, obtemos

Kou[c* (Pl — P + 5 (P — Py) — 25° 2 (P| — P4)* + 52 — 7]
+2Hy[c* (P — Pa) (M1 — M) + 5™ (P1 — P) (N1 —N4) = 25°¢% (P — Py) (1 —Ma)]
+ (=252 + s (M1 —Ma) P+ =52 =0,

donde finalmente

Kex[(c® = §°)2(Py — P4)? = & + 8°] + 2Hy[((c* — %)) (P — Pa) (N1 — M4)]

+ (C2 —S2)2(T]1 —T]4)2 +c?—s*=0.

Mas ¢ — 52 = coshr? — sinh? = 1, donde,

K (1= (x5)%) = 2Hjns + (n5)* + (x5)* = 0
& Kew [(Py— P4)? = 1]+ 2H,[(Py — Py) (N1 —M4)] + (M1 —M4)2+1=0

Isto é, S é uma superficie isocurvada se, e somente se, S é isocurvada. O

A familia de cones vista na secdo 1, Fig. 1.1 (a), € um exemplo simples de uma

familia de superficies isocurvadas h-paralelas.



CAPITULO 3

Construcao de superficies isocurvadas

Com as ferramentas e propriedades estabelecidas até agora, encontramos-nos
ante um dos principais objetivos do nosso estudo, a constru¢do de métodos geométricos
explicitos para encontrar familias de exemplos ndo triviais de superficies isocurvadas.
Baseados na classificagdo dada na secdo 2.1, mostraremos neste capitulo métodos para
construir infinitos exemplos de superficies isocurvadas elipticas e hiperbdlicas (se desco-
nhece ainda um método geral para a construcao de exemplos de superficies isocurvadas
parabdlicas) e, no capitulo seguinte, construiremos alguns exemplos de maneira explicita.

Nos métodos a seguir retomaremos o conceito de congruéncia de geodésicas
j4 mencionado na secdo 2.2, no sentido de associar a cada ponto de uma superficie
Y uma familia de geodésicas (¢ que pode ter associada uma superficie isocurvada
como superficie ortogonal. Como mostrard o teorema 3.2 e 3.4, o elemento base para
a congruéncia no nosso método resulta ser uma superficie simplesmente conexa e minima
em R> para o caso das isocurvadas elipticas, ou minima do tipo tempo (timelike) em >

para o caso das superficies isocurvadas hiperbdlicas.

3.1 Superficies isocurvadas elipticas

Lembrando que as geodésicas em H? no modelo do semi-espaco superior sio
representadas ou por circulos ortogonais ao plano x3 = 0 (com centro contido também
neste plano) ou por linhas verticais em R3 , comecaremos por definir, desde uma superfi-
cie qualquer X simplesmente conexa em R3, uma congruéncia de h-geodésicas Cy cujos
elementos serdo também representados por circulos ou semi-retas geodésicas de H>.

Definiremos a congruéncia Cy, para as h-geodésicas que sdo semicirculos verti-
cais, o caso das linhas verticais pode ser tratado como um caso limite. Assim, de agora em
diante, assumiremos que para todo p € X o plano tangente 7,X € ndo horizontal. Como foi
visto na demonstragcdo da proposi¢c@o 2.1, um circulo ortogonal ao plano x3 = 0 € deter-
minado de maneira tnica pelo seu centro G, que pertence ao plano, seu raio R € um vetor
horizontal e; (no sentido euclidiano) que, juntamente com e3 = (0,0, 1), definem o plano

vertical onde o circulo estd contido. Com isto em mente, definimos Cy como segue.
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Seja M, : R3 — aRi a projecdo natural ortogonal sobre o plano x3 = 0,
J : R? — R? a rotagio positiva por 7t/2 radianos também no plano x3 =0 e N = (n1,n2,13)
um campo vetorial normal e unitario sobre X.

Para cada p € X definimos o centro do circulo como

o(p) =Ii2(p) (3-1)
a direcio e; como
er(p) = 20 (32)
¢ 0 raio da geodésica como 1
RO) = T (3-3)

Com isto, fica completamente definida a congruéncia de h-geodésicas aos para-

metros p e t, dada por

A(p,t) = o(p) +R(p)(costei(p) +sintes), (3-4)

para p € X et € (0,7). E natural perguntarmos agora, sob quais condi¢des iniciais em X a
nossa congruéncia de h-geodésicas Cy admite uma superficie ortogonal.

Se a existéncia de uma distribui¢do suave de planos associada a Cy, de modo
que tais planos forem ortogonais as h-geodésicas de Cy, for previamente garantida, é
imediato pensar em utilizar uma versao geométrica do teorema de Frobenius (Ver [23],
[1]) para verificar as condi¢des de existéncia de superficies integrais desta distribuigao.
Porém, embora pode ser mais complicado, € também mais interessante considerar um caso
mais geral no qual a congruéncia Cs ndo necessariamente define ou tem associada uma
distribui¢do suave de planos. Com isto, como veremos mas adiante, € possivel considerar
auto-intersecodes e singularidades nas superficies isocurvadas resultantes que sao o objeto
do nosso método.

Seguindo esta ideia, procuramos pelo cumprimento de uma condi¢ao mais fraca
que a existéncia da distribui¢do suave de planos, propriamente dito, pela existéncia de

uma aplicacio diferencidvel ¥ : ¥ — R3 | dada por

Y =6(p) +R(p)[cosBe;(p) + sinBes], (3-5)

com G(p), e;(p) e R(p) definidos como em 3-1, 3-2 e 3-3, respectivamente, e onde
0 : X — R € uma funcao diferencidvel desconhecida tal que para cada ponto p € ¥ onde
Y ¢ imersio, o plano tangente a Y, em Y (p), é ortogonal a geodésica de Cx associada a
p (A(p,t)). Se Y cumpre de fato esta ultima condi¢do (A(p,?) ortogonal a ¥ em Y (p)),

diremos que Y tem a propriedade de ortogonalidade.



3.1 Superficies isocurvadas elipticas 29

A condi¢do geométrica acima mencionada pode ser reformulada em termos de
um sistema de Frobenius para estabelecer a existéncia da funcdo desconhecida 6. A
seguinte proposicdo mostra que, salvo um caso limite, a funcdo 0 existe se, e somente

se, ¥ é uma superficie minima.

Teorema 3.1 Seja ¥ uma superficie simplesmente conexa orientada no semi-espaco
superior tal que para todo p € X, T,X é ndo horizontal. A fungdo ©, que aparece na
expressdo da aplicagdo Y dada por 3-5 e tal que Y tem a propriedade ortogonal, existe se
e somente se . é uma superficie minima ou um cilindro vertical sobre uma curva plana

: 3
contida no plano oR7.

A demonstragdo deste teorema pode parecer um pouco longa e, para nao perder
a ideia da mesma, serd dividida em trés partes. Primeiro vamos procurar por um sistema
que estabeleca uma condicdo de integrabilidade para nossa familia de h-geodésicas, isto
€, uma condicdo para a existéncia de uma superficie ortogonal a Cy, com isto, vamos
trabalhar dois casos: primeiro, os pontos em X onde 7,X € ndo vertical e a superficie pode
ser tratada localmente como o grifico de uma fungdo diferencidvel W(u,v), e a seguir,
com uma parametrizagdo geral, trabalharemos no caso em que T,X € vertical, o que
prova a parte dos cilindros verticais mencionada no enunciado do teorema e completa a

demonstracao.

Prova. Pela definicdo, Y tem a propriedade de ortogonalidade, se, e somente se, o plano
tangente em cada ponto p € X e ortogonal ao vetor tangente da geodésica A(p,t), A, no

ponto de intersec¢ao,

) %(G%—R[coseel + sinBes))
| &6+ R[cosBe; + sinBes] |
_ R[—d0BsinBe; + dOcos Be;]
~ |R[—d®sinBe; +dOcosBes]|
_ Rd®(—sinBe; +cosBe3)

\/Rz(de)2 [sin” @ + cos2 0]

= —sinBe; + cosBes,

donde (dY,—sinBe;| + cosBe3) = 0. Trabalhando com uma parametrizagdo qualquer em

coordenadas u € v, temos

0 = (Y,, —sinBe; + cos Be3)
= (6, + R, (cosBe; +sinBez) + R(cos Oe; + sinBe3),, — sinBe; 4 cos Be3) (3:6)
= (0, + R, cosBe; + R, sinBe3 — RO, sinBe; + RcosB(ey),

+ RO, cosBes + Rsin6(e3),, —sinBe; + cosBes).
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Para simplificar a expressdo obtida acima podemos fazer uso dos seguintes fatos: com
e3 constante, temos que (e3), = 0. Além disso, a terceira coordenada do vetor (e;) €
nula, logo ((e})y,e3) = 0. Por outro lado, (e1,e;) = 1 implica que 2((e1),,e1) =0 e
((e1)u,e1) = 0. Em coordenadas candnicas, 6, = (1,0,0), logo (6,,e3) = 0. Finalmente,

lembrando que (e3,e1) = 0, de 3-6 obtemos

0= (o, + (R,cos8— RO, sin0)e; + RcosB(e;), + (R, sin® + RO, cos0)es, —sinBe; + cos Bes)
= (o,,—sinBe;) + (c,,cos0e3) + ((R,cos® — RO, sinB)e;, —sinOe;)
+ ((R,cos® — RO, sinB)ey,cos0e3) + (RcosB(ey),, —sinBe;) + (RcosO(eq),,cosBe3)
+ (R, sin® + RO, cosB)e3, —sinBe ) + ((R, sinO + RO, cos B)e3,cos Bes)
= —sin0(cy,e1) +cosB(G,,e3) —sinB(R, cos® — RO, sin0) (e}, e;)
+ cosB(R, cos® — RO, sinB)(e1,e3) — RcosOsin®((ey),,e1) +Rcos>0((e1)., e3)
—sinO(R, sin® + RO, cos0)(e3,e1) + cosO(R, sinB + RO, cos0)(e3, e3)
= —sin0(cy,e;) — R, sin®cosO + RO, sin” 0 + R, sin O cos O + RO, cos> O
= RO, —sinB(0y,eq).
(3-7)

Procedendo de maneira andloga para v, temos

0 = (Y,,—sinBe; + cos Be3)
= (0, + R, (cosBe; +sinBe3) 4+ R(cosOe; + sinBe3),, —sinBe; + cos Oesz) (3-8)
= RO, —sin6(c,,e1).

De 3-7 e 3-8 podemos concluir que
0,,€1 > (3-9)

A fim de expressarmos a condi¢do de integrabilidade em termos das de-

rivadas cruzadas isoladas, faremos a mudanca de varidvel sin® = 1/coshf, assim

cosO=14/1— sech2B = tanh 3. Deste fato, e usando 3-9, temos

sinh 33, (Cy,e1) tanh 3f3,, (Oy,e1)
ueos cosh? <RcoshB o8 coshB Pu R '’
SinhBBV <GV761> tanhBBV <GV7el>
8,c0s0 = — 0= — S .
yCOS cosh? b = (RcoshB cos coshp =By R
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Assim, a condi¢do de Frobenius para a integrabilidade é dada por

Como foi dito anteriormente, trabalharemos agora os dois casos possiveis para p € X:
Caso 1. Suponha T,X nido vertical, assim, X pode ser representada localmente como o
grafico de uma funcdo diferencidvel y definida sobre um dominio Q C ami € uma carta
local de ¥ é dada por X (u,v) = (u,v,y(u,v)). Além disso, a fun¢do 6 pode ser escrita
novamente nestas coordenadas locais como uma fungdo 0 : Q — R.

Seguindo nossa construcao geométrica dada em 3-1, 3-2 e 3-3, temos explicita-

mente
G(p) = Hl2(p) = <u7V7 O)’ (3-11)
(V) _ (¥ 0) _
7 (7 R 7 G2

B 2
. 1 ‘( \vv,\vu,l)‘ _ VIV (3-13)

P = oDl w0~ vyl
dat, <Guael> = _\VV/’V\V ) <Gwel> = WM/WW

, € assim

(<Guvel>) _ —VYy
R 1% \/ 1+‘V\II’2 v (3_14)
—Yo (14 VY1) + W (WaWiw + W)
(15 [VyP)P ’

(<GV761>) _ WYy
R Ju \V1+|Vy]*), (3-15)
_ WL+ [VYP) — W (W W+ W W)
(1+[Vy[2)*/2 ’

donde 3-10 € garantido se, e somente se,

Waae( 1+ VW) = o (W W+ W) = =W (14 VY)W (WaWay + Wil
<~ (\Vuu + \Vvv) (1 + Wz% + W\zz) - Wz%‘l’uu — VW Wiy — VoW Wy — W%\Vvv =0

S W (1+92) =29, + (1 +y2) = 0.
(3-16)

A igualdade final em 3-16 caracteriza uma superficie minima vista como grafico de uma
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funcdo diferencidavel y (ver, por exemplo [7] Cap. 3). Isto é, 0(u,v) existe se, e somente
se, X é uma superficie minima.
Caso 2. Pontos nos quais 7,X ¢ vertical. Seja X uma parametrizagdo geral de X

dada por

X = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)).

Sabemos que ter T,X vertical implica que o vetor normal a X em p € horizontal. Com

respeito a parametriza¢do X dada acima, o campo normal N é dado por

Xy x X, _ (yuZu — ZuYv, uXy — Xulv, XyYv — yuxv)
|Xu X Xv| ’(yuzu — ZuYv, ZuXy — Xulv, XyYy _yuxv)’

N= (3-17)

e assim, N serd horizontal nos pontos nos quais x,y, — y,X, = 0. E claro também que o
raio das nossas h-geodésicas serd igual a 1 nesses pontos. Com isto, a nossa condi¢ao de

integrabilidade de Frobenius (nos pontos nos quais N € horizontal) é dada por

((Ouse1))y = ((Ov,e1))u- (3-18)

Agora, com a defini¢do de X, 6 = (x,y,0), usando a informagio em 3-17 temos que

(< yuZu Zu)’v,Zuxv_quv:O)>)
Guyel xuvyuv
|yuZu ZuyVaZuxv_quwm v
(3-19)
qu XuXvZu +yqu YuYviu
\/ x2+yu +ZM(X2+)7V) 2Zqu(xuxv+yuyv) ’

e analogamente

2 2
(Ourer)), = | — gt Ty~ o TV . (3-20)
\/Zv (xu +yu) +Zu(xv +yv) - 2ZMZV(xuxV +yuyv)

Ao calcular as respectivas derivadas, o resultado € uma série de extensas equagdes, porém,

fatorando de maneira apropriada, e utilizando a igualdade x,y, — y,x, = 0, o resultado é
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obtido de maneira direta:

c[({ou,e1))v — ({Ov,e1))u]
= [(2XuXuv 2y + X200 — XuwXoZu — XuXonZu — XuXoZuy + 2VuYuvZy + Yozow

—YuvYvZu — YuYwiu — Yuviu) (2o (X + Vo) + za (x5 +¥5) — 22uy (Xuky + Yuyy))
—(Xpzy — XuXoZu + Vazy — Yudvau) (22w (X + Y2) + 2o (XuXuy + YuYur)
+2uzun (67 Y5) + 2 (00X 4 Yudw) — 2oz (XX + Yudv) — ZoZuw Xy + Yudy)
— 22y (Xuv Xy + XX+ VYuw + Vuyw))] = [(—2X0Xu0Zu — X Zuw + XX T
XX 2 XuXoZuw — 2VvYunZu — YoZuu + YurYuZv + YeYuuZv + YoYuZuv)
(22 (2 +y2) + 22 +32) — 22420 (xuXy + yuwy)) — (—X220 + X020 — Y220
Fyuyvae) (@2 (X5 + Vo) + 20 (ks + YY) + ZuZua (X + Y2 ) + 2 (XXuw + YvYur)
—ZuvZu (XuXy + YuYv) — ZoZuu (XuXy + YuYv) — ZuZy (XuuXv + XuXuy + YvVuu + YuYuv) )]

= — 2 [VakuXy — YuXuYukv — YuXuXundv + Yuwkuyy) + 20 2YiXur¥oZu — YuYuikoZu
F VXY X Zu — 2XuYurXeYuZu — 2XuYvXaYuZu ~ XuY Vi iu = XuXuuYoZu
+ 20 ¥vZu  VaZuuXe — 2YuZunXuYvXy + ZuXaye) — 2ZulVaXnXvZu — YuYoXuXyZu
— 2VuYuvXeZu — Yu¥vXuXowZu & 2YuYXurXoZu + YooXaYvZu + 2V XuyvXoZu
— DXy iXunZu + 22wy ke — WVuZuvXu vy + 22 Xaye] — ZalZuYukuywXy — ZuYuXv Xy
— 2Ky Yy + ZuXuX Yy — 2k — 2VukuYvInXy + XuYyZw)
= — 2o [+ XuYuw) Yy — X yy)]
+ 2 [(2VuXuvZu — Yoz~ YoZuuw — 2XuYuvza) ke = Xudv) + Zuu (Yiky — Xuyv)°]
— 22 [ (VX — YorkuZu — 2YuXoZu + 290X u) (ke — Xubv) + 220 (ke — Xuyv)]
— Zalzu(we = Xn3e) Gy = Xup) = 2 Yk — Xy ]
=0,
onde ¢ é o denominador das derivadas ((G,,e1)), e ((Oy,e1)), que em virtude
de 3-19 e 3-20 € o mesmo para as duas derivadas e € diferente de zero. Logo
((ou,e1))y — ((oy, 1))y = 0, concluindo assim que, para uma parametrizagio geral de X,

a condi¢do de integrabilidade € sempre cumprida nos pontos nos quais o vetor normal é

horizontal. Logo 6 existe sempre que X é um cilindro vertical sobre uma curva em aRi. 0

Do teorema 3.1 temos como conclusdo que podemos partir de uma superficie
minima X e construir uma congruéncia de geodésicas Cy que admite superficies orto-
gonais, mas ainda nao foi estabelecido se estas superficies ortogonais possuem alguma
propriedade geométrica particular. Nesse sentido, em seguida mostramos um dos resulta-

dos principais do presente estudo, a saber, se a aplicacdo Y associada a Cy, € uma imersao,
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entdo Y (X) é uma superficie isocurvada.

Para demonstrar este fato, partindo de uma superficie orientada imersa em ]Ri
arbitraria S, se encontram as condi¢des em S tais que seja ortogonal as h-geodésicas de Cy
induzidas por uma superficie X através do método geométrico visto anteriormente. Com

isto, se obtém o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Seja S uma superficie imersa em Ri. Se S ¢ ortogonal as h-geodésicas
da congruéncia Cs, induzida por uma superficie imersa e orientada ¥, entdo S é uma

superficie isocurvada.

Prova. Seja p € S. Sem perda de generalidade podemos supor que o plano tangente em a §
em p, T,,S ndo € vertical. De fato, se tivéssemos 7}, vertical, poderiamos substituir S pela
superficie h-paralela ', para um 7 suficientemente pequeno S’ continuara sendo imersdo,
e o TS’ serd ndo vertical (pois segue o caminho da h-geodésica perpendicular a S em p,
que € um semicirculo). Para o seguinte argumento, vamos supor também que 7,$ € ndo
horizontal e trataremos deste caso como um caso limite no final da demonstragao.

Em uma vizinhanga do ponto p, a superficie S pode ser vista como o grifico de
uma func¢do ¢ suave definida num dominio  no plano x3 = 0. Usaremos u € v como

coordenadas, denotando assim o grafico como

Y(u,v) = (u,v,0(u,v)).

A superficie S € ortogonal a familia de h-geodésicas Cy, logo, como foi estabelecido na
prova da proposi¢ao 2.1, em cada ponto de @(2) temos a dire¢do ej, o centro G e raio R

da h-geodésica de Cy. associada, dados por

<_(Pu7_(PV7O)
oy = 0w —®.0) (3-21)
1 Vol
0P 9P,
o (100, 0 (3-22)
( Vo[> [Vo|? )
[}
Vo|?2
= VIVl (3-23)

Vol
e assim, existe uma fun¢do diferencidvel y definida em Q tal que ¥ € localmente

parametrizada por uma aplicacdo X dada por
X(u,v) =0(u,v) +y(u,v)es. (3-24)

Seja N o campo normal a X € 0 o angulo entre N e o plano x3 = 0. Da nossa constru¢ao

geométrica, temos que a projecdo de N sobre o plano x3 = 0 é dada por —J (e} ) e arelagdo
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entre o angulo O e o raio € dada por R = Donde

cos 9

2
sin® =1/1—cos?0 \/1— ! \/R !

e N pode ser escrito como

N = —cos8J(e;) +sinBe3

1 VR -1 (3-25)
:_I_ej(el)—i_( R )63.
A ortogonalidade de N com respeito a X, (dX,N) =0, implica que
0=(Xy,N)
=(0oy+ 1J( )+ K-l
=\ Ou T VYues, R’ R &

s 1]( ) R2—1 _ 1.]
w pller) )+ Ou—p—e3 Yues, o (e1)
R?2—1
+ y,es, R €3 ),

onde o segundo e terceiro termos sdo nulos, e portanto

R2—1 1
Vi = (O (en) =0
) (G e1)
Oy, J (€1
= (3-26)
Da mesma forma,
1 R?—1
0= <XV,N> = GV+\|IV€3,—EJ(€1)+ R es ), (3-27)
donde (6. d(e1))
_ GVa €]
V= (3-28)
e a condicdo de integrabilidade de Frobenius para esse sistema fica estabelecida pela
igualdade
J J
(<Gu7 (€I)>) _ (<GV7 (€I)>> :O (3_29)
vVRZ -1 /, VR -1 /],

Para expressar 3-29 em termos da fungdo @, fazemos uso das equagdes 3-21, 3-22 e 3-23,
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obtendo as seguintes féormulas

(@v, —9y,0)
Vo]
G — (1 (94 + 99u) VOI” — 994 (294 Puu +2¢s9ur)
! Vol*
(9u®y + 00u) [VOI* — 00, (204 Pu + 2(Pv(Puv)
Vel*
(0. Pu + 0Pu) [VOI* — 00, (20, 9w + 20:9w).
Vel*

(02 4+ 90,,)|VO|* — 00, (20,0uy + 20,0, 0)
Vo4 ’

2\ _ 2
T \/ PU+VeR) | VP 1+||zz||> VoP

Vo[?

Jep =

(3-30)

G, =(—

11—

> _ < ((Pw _(Puvo) <1 _ ((PL% + (P(Puu) |V(P| (P(Pu(z(Pu(Puu + 2(Pv(Puv>
Vol Vo|*
(0uy + 99) I VOI* — 09, (204 i + 20, Pur) O) >
4
Vol
_ o (9 99u) VO — 90u @y (20uPun + 20, Puv)
Vol IVoP
Pu(QuPy + 09u) VO — 0Py (204 Puss + 29, Pur)
Vo[
_ 9V — 0y (97 + 9Pu) [VOI* + Pu(Pu Py + PPur)
Vol

_ (P\3; + (Pv(P% — 00, Qyy + OO, Puy
Vol? ’

_|_

(v, —0u,0) < (PuPy + 9Py) [VO|> — <p<pu(2<pu<pw+2<pv<pw)
J(e1),0y) = | =
Wler).ov) < Vo Vol
((Pv + (P(va) ‘V(p’ - (P(Pv(z(Pu(Puv + 2(Pv(va) O) >
4
Vo|
Ov(PuPy + 99u) VO[> — 00,91 (20, Py + 20, P,)
Vo]
_ P Pul90+990) VO — 0040, (209w +2¢,01)
5
Vo Vol

_ 00Oy — (Pi B (Pu(P\zz — 0Py Oy
Vel?

1—
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donde obtemos as seguintes expressoes

<J(€1),Gu> _ (P\3; + (PV(P% — 00, Py + PO, Py
VR=T @1+ [VoP) — [VeP Vel 5
(J(€1),00) _  n+Qu®y — 0PuPry + PO Py

R2—1 V(1 +|Ve]2) — [Vo|2| Vo2

Das expressoes

(q)\?z) + (Pv(pi - (P(qu)uu + (P(Pu(Puv)v —
30204 + P2 + 30,0,0u + O(O2, + OuPu) — O2Pus — O(Puy P + Oy Puiny),

v

(Vo1 +1v0R) - volivoP ) -

0Py (1+ |VO|?) + (% — 1) (9u@uy + ©,0w)
IVOI[" +24/9?(14|VO[?) — [VO|?(9uPuv + 9,911 ),
VO (1+[Ve[?) — Vo] \/

((pi + (Pu(Pg — 0P, Py + (P(Pv(Puv)u -
3(Pi(Puu + (Puu(P% + 3049y Quy + (P((szw + Qv Puuy) — (Pi(va — O(PuuPvy + CuPurv),

€

(%p%mwmz)—|V<p|2|V<p|2) =

u

0Pu(1+|VO|?) + (0% — 1) (QuPuu + 9vOu) |,
IVO[” +24/@*(1+[V[?) — VO 2 (@uPuu + @ Puy ),
VO (1+[Ve[?) — Vo] \/

temos que a igualdade 3-29 € garantida se, e somente se,

2 2 2
QCuuPvv — Py, Qv (9, + 1) — 20, 00Puy + Puse (@, + 1

que coincide com a expressao 2-4 que caracteriza a superficie isocurvada. Logo a fungdo
Y existe se, e somente se, S é uma superficie isocurvada. Foram entdo encontradas as
condi¢cOes necessarias para S ser de fato perpendicular as h-geodésicas de Cyx, o fato de
Y ser imersdo garante a existéncia da func¢do Wy, com o que concluimos esta parte da
demonstracao.

Para finalizar, foi assumido para os argumentos acima que 7,5 fosse ndo horizon-
tal, a fim de que pudéssemos tomar as h-geodésicas perpendiculares como semicirculos
e dar sentido a aplicagdo X em 3-24. Suponhamos agora que 7),S € horizontal. Estamos
entdo diante dois casos possiveis, a saber, ou existe uma vizinhanga U de p tal que, para
todo g € U, TS € horizontal, ou p € tal que existe uma sequéncia de pontos p, em § que

converge a p tal que T),,S € ndo horizontal para cada n.
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No primeiro caso, a vizinhanca U estd contida num plano horizontal, o que
implica que ela é de fato uma superficie isocurvada. No segundo caso, e pelo argumento
principal desta demonstracdo, a condi¢do de isocurvatura estd garantida para todo ponto
Pn, logo, por continuidade da curvatura Gaussiana, deve ser também satisfeita por p,

assim, S € uma superficie isocurvada. 0

Observacao 3.1 Da equagdo 3-13, temos que R(p) > 1, logo, em virtude do teorema
acima e a proposi¢do 2.1 que classifica as superficies isocurvadas, temos que as superfi-

cies geradas pelo nosso método sdo, de fato, superficies isocurvadas do tipo eliptico.

3.2 Superficies isocurvadas hiperbolicas

Uma pequena variagdo do método geométrico usado para construir superficies
isocurvadas elipticas partindo de uma superficie minima em R3, ird nos permitir construir
superficies isocurvadas hiperbdlicas a partir de superficies minimas tipo-tempo no espago
de Minkowski 2, isto é (andlogo 4 definicdo de .* no capitulo 1), R? com a métrica
de Lorentz ds% = dx% + dx% — dx%. Uma breve introducdo aos elementos geométricos no
espaco de Minkowsi pode ser encontrada no Apéndice A e as referencias ai citadas.

Para uma superficie dada X, do tipo tempo, orientada imersa em L3 com campo
normal unitdrio segundo a métrica de Minkowski, N, induzimos a congruéncia de h-
geodésicas, Cy, como segue. Usando a nova métrica, definimos o centro ¢ € o plano
vertical contendo o circulo exatamente como foi feito no inicio da se¢do 3.1, a tnica
diferenca estd na escolha do raio: novamente consideramos o raio como a inversa do
tamanho da projecdo horizontal de N, mas, dado que agora usamos a métrica de L3, o
comprimento desta projecao € agora maior ou igual a 1 (ver eq. 3-35). Neste sentido a
expressao de R muda e a funcdo raio serd agora menor ou igual a um, o que nos mostra

que, pela proposi¢do 2.1, obteremos de fato superficies isocurvadas hiperbdlicas.

Observacao 3.2 Os fatos estudados nesta secdo sdo andlogos aos estudados na se¢do
3.1, razdo pela qual as demostracdes serdo um pouco mais diretas. Alguns dos detalhes
omitidos referentes a geometria no espago de Lorentz-Minkowsi podem ser encontrados

no apéndice A.

Explicitamente, os elementos que que determinam a familia de h-geodésicas Cyx,
para uma superficie ¥ de tipo-tempo dada como o gréifico X (u,v) = (u,v,y(u,v)) vem

dados por:

Xu Xv —Yuy V7_1 —VYu, V7_1
o Xexe X o (Wu WD) (W =Wy — 1) (3-32)

B ’Xu ><XV|L B |(_\|fua_\|fw_1)|L a (|Vl|’|2_ 1)1/2 7



3.2 Superficies isocurvadas hiperbdlicas 39

note que, pelo fato de X ser de tipo-tempo, o campo N é de tipo-espago, e assim
(N,N)r = |Vy|?>—1 > 0. Por outra parte, tomando novamente J como a rotagdo horizontal

por 1/2 radianos, e ITj; a projecdo sobre o plano horizontal x3 = 0 temos

G(p) = HIZ(p) = (u,v, 0)7 (3-33)

JMia(N(p))) _ (=¥, Wu,0)

77 R 7 39
_ 1 IRV RS )
MO W) v 639

N

Andlogo a secdo anterior, vamos procurar por uma aplicacdo diferencidvel
Y:X— Ri da forma
Y =6+ R(cosBe; +sinBe3), (3-36)

onde G, ey, € R sdo definidos por 3-33, 3-34 e 3-35 respectivamente e 0 : £ — R € de novo
uma func¢do diferencidvel desconhecida tal que, para cada ponto p € X onde Y € imersdo,
o plano tangente a Y em Y (p) € ortogonal 4 h-geodésica de Cy associada a p. Mais uma

vez, se Y satisfaz esta ultima condicdo, diremos que Y tem a propriedade ortogonal.

Teorema 3.3 Seja ¥ uma superficie orientada em 1> com um campo de vetores normal
N e tal que, para cada p € ¥, T,X é ndo horizontal. A fungdo ©, que aparece na expressdo
da aplicagcdo Y dada por (3-36), e tal que Y possui a propriedade ortogonal, existe se,
e somente se, ¥ é, ou uma superficie minima (na métrica de Lorentz), ou um cilindro

vertical sobre uma curva contida no plano x3 = 0.

Prova. Inicialmente, vamos supor ¥ como o grifico de uma funcdo diferencidavel y
definida num dominio aberto Q C 9dLL3, usando u e v como coordenadas, escrevemos

uma carta local de ¥ como
X(u,v) = (u,v,y(u,v)).

A funcdo 0 em 3-36 pode ser escrita nestas coordenadas locais como 0 : ® — R. Pela

propriedade ortogonal de Y, temos que
(dY,—sin®e; +cosBez) = 0.
Assim, nas dire¢des de u e v, temos que

sin© sin©
0, = ——(ou,e1), 6,= T(cv,eo (3-37)
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Fazendo a mudanga de varidveis sin® = 1/cosh 3, cos® = tanh 3, obtemos que

<GM7€1>

Bu:_ R

e By=-— (3-38)

e a condicao de integrabilidade de Frobenius é dada novamente por

(), e

Aplicando as expressdes 3-33, 3-34 e 3-35 (esta ultima é quem marca a maior

diferenga com o resultado do teorema 3.1) em 3-39, temos que

(oy,e1) :Wuu(|v‘|’|2 — 1) =W (VWi + Vo Wiy
R ), (VP — 172 ’

((Guael>) _ _WW(|V\|’|2 — 1)+ (Wu Wy + W W)
R/, (V]2 - 1)(3/2) '

(3-40)

Logo, (Bx)v = (Bv). se, e somente se,

\Vuu(w\lf‘z — 1) =W (WuWuu + W Wiy) = _\vav(W\lf|2 — 1)+ v (W + W)
S (Yuu+Yoy) (\Vﬁ + ‘V% —1)— Wﬁ‘l’uu - \V\Zz\lfvv AR TRTANESY
= ‘lfuu(\lfg — 1) =2y, ¥,y ‘f‘\l’vv(\lfﬁ —1)=0

< Yl —W%) + 29 W Wiy + Y(1 _Wb =0.
(3-41)

Isto é, Y possui a propriedade ortogonal se, e somente se ¥ € uma superficie
minima (ver no Ap. A, equagdo A-10). Para demostrar a parte referente aos cilindros
verticais, note que para uma parametrizagio arbitraria X = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) temos
novamente R = 1 e x,,y, — y,x, = 0 nos pontos nos quais o vetor normal € horizontal, com
o que a condi¢do de integrabilidade nestes pontos € a mesma encontrada na equagdo 3-18
na demostracdo do teorema 3.1, onde ja foi garantida, o que conclui nossa demostracao.
O

Mostramos agora, analogamente ao teorema 3.2, que as superficies ortogonais a

congruéncia Cy sdo novamente superficies isocurvadas.

Teorema 3.4 Seja S uma superficie imersa em ]Li. Se S é ortogonal as h-geodésicas da
congruéncia Cy induzida por uma superficie imersa ¥ orientada tipo tempo, entdo S é

uma superficie isocurvada.

Prova. Seja p € S com T),S ndo vertical nem horizontal. Em uma vizinhanga do ponto p, a

superficie S pode ser vista como o grafico de uma funcdo ¢ suave definida num dominio
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Q no plano x3 = 0 nas coordenadas u e v, denotando assim o grafico como

Y (u,v) = (u,v,0(u,v)).

Por hipétese, a superficie S é ortogonal a familia de h-geodésicas Cyx, logo em
cada ponto de @(Q) temos a dire¢@o ey, o centro G e raio R da h-geodésica de Cy, associada,
dados em termos de ¢ novamente pelas equacgdes 3-21, 3-22 e 3-23, e assim, existe uma
funcdo diferencidvel y definida em Q tal que X € localmente parametrizada por uma
aplicacao X dada por

X (u,v) =0(u,v) +y(u,v)es. (3-42)

Tomando N o campo normal euclidiano unitério, e o raio em termos da funcao , temos

[—Wm—le] V |VI|I|2_ 1

VIV +1 vyl

logo, sendo 0 o angulo entre N € o plano x3 = 0, a relag@o entre o angulo 6 e o raio é dada

que

por
R=1/1—tan?0,

donde, pela nossa construcdo geométrica de Cy,

—J(e1) 1 —R?
+ e;3.
V2—-R? \2-R?

A ortogonalidade de N com respeito a X implica que

e _R2
NPV T O [

N = —cos8J(e;) +sinBez =

e
B B (G6y,J(e1)) [1—R2
O-(Xv,N)———Z_R2 + vy PR
donde
gy (oedle)) (e d(e) oy

VI—R? VI—R?

e a condicao de integrabilidade de Frobenius para  fica dada pela igualdade

e ) O, s
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fazendo uso das equagdes 3-21, 3-22 e 3-23, obtemos que

<J(€1),Gu> _ (p\3; +(pv(P3¢ — 00, Py + PO, Py
VI-R  /[Vo]P = @*(1+|VeP) Vo2’
(J(€1),00) _  n+Pu®y — 0PuPry + PO Py

VI-R? VIVoI2—92(1+|Ve|?) Vo2

donde, traz calcular as derivadas cruzadas, temos que o sistema 3-44 ¢ integravel se e

somente se

(1= ) (QuuPrv — 02)) — O (P (2 +1) = 2040y Qv+ o (92 + 1)) + V2 (| VO +1) =0

isto é, se e somente se S € isocurvada, como por hipétese X € imersdo a integrabilidade

estd garantida, logo S € isocurvada, como queriamos demostrar. 0J



CAPiTULO 4

Exemplos

Baseados principalmente nos métodos estabelecidos no capitulo 3, mostraremos
no presente capitulo alguns exemplos relevantes de superficies isocurvadas elipticas,
hiperbdlicas e parabdlicas.

E preciso também mencionar que nem todas as superficies isocurvadas podem
ser classificadas globalmente entre elipticas, hiperbdlicas e parabdlicas, isto é, existem
superficies isocurvadas suaves que mudam de tipo (de eliptico a hiperbdlico e vice-
versa) com curvas suaves onde sdo parabodlicas (o espago de pontos com geodésicas
perpendiculares de raio 1). Um exemplo simples deste tipo de superficies € a familia
de cones vista na Figura 1.1 (a), cujas superficies sdo elipticas nos pontos com x3 <
cos (0/2), parabdlicas no nivel x3 = cos(0/2) e hiperbélicas nos pontos nos quais x3 >

cos (0/2), onde 6 é o Angulo de abertura do cone.

4.1 Superficies isocurvadas elipticas

Lembrando do visto no capitulo 3, utilizando o nosso método geométrico para a
congruéncia de geodésicas Cy a partir de uma superficie minima, imersa e simplesmente
conexa ¥ em R3, garantimos a existéncia de superficies ortogonais a Cy que além disso
resultam ser isocurvadas, com isto, temos a possibilidade de construir exemplos de
superficies isocurvadas a partir da grande quantidade de superficies minimas conhecidas
na literatura (ver, por exemplo [6], [7], [24]), é natural entdo pensar nas superficies
minimas mais representativas e procurar sua superficie isocurvada associada para obter os
exemplos mais interessantes. Nesse sentido, a limitada quantidade de superficies minimas
que podem ser representadas como o grafico de uma fun¢do diferencidvel (em um dominio
suficientemente grande para se tornar interessante) supde uma dificuldade, para nossa
sorte, encontramos uma interpretagao que ird nos librar do limitado mundo dos graficos.

De 3-14 e 3-15 temos que

¥, v,

dB = dv — du., 4-1)
P V14 |VP|? V14 |V¥|?
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Segundo [18], se ¥ € solu¢do da EDP de griafico minimo (3-16) definida num dominio
simplesmente conexo D C R?, a equagio 4-1 é uma forma exata em D, e B = B(u, V), coin-
cide com a terceira coordenada x3(u,v) da imersdo conjugada X* (superficie conjugada)
de X(u,v) = [u,v,¥(u,v)], ainda quando X* ndo é o grafico de B.

Nesse sentido, no nosso método para encontrar as superficies isocurvadas, pro-

curamos por uma parametrizag¢do equivalente a descrita na secao 3.1:
Y =o(p) +R(p)[(tanhf)e; + (coshP)es], (4-2)

para o que precisaremos simplesmente de exemplos de superficies minimas e as suas su-
perficies conjugadas sem exigir graficos de nenhuma espécie, reduzindo nosso problema
a geracdo de superficies minimas em R e calcular sua correspondente superficie isocur-
vada.

Na década de 1860, Karl Weierstrass (1815-1897) e Alfred Enneper (1830-1885)
mostraram um método simples e eficiente para a geragdo de superficies minimas a partir
de duas fungdes f (analitica) e g (meromorfa) arbitrarias definidas no plano complexo
ou o disco unitdrio, tais que f g2 ¢ holomorfa ([6], [12], [13]). Assim, uma superficie
minima pode ser representada a partir das funcdes f e g, chamadas também de dados de
Weierstrass da superficie.

Usando esta representacdo de Weierstrass (as vezes chamada também de
Weierstrass-Enneper) para obter superficies minimas e suas superficies conjugadas ob-
temos agora também uma base para a geracdo de infinidade de exemplos ndo triviais de

superficies isocurvadas.

4.2 Exemplos de superficies isocurvadas elipticas

4.2.1 Superficie isocurvada de revolucao

As duas superficies minimas mais conhecidas sdo talvez o helicéide e o cate-
noide, sendo uma a conjugada da outra, o helicoide € (em geral, e além do plano) a tnica
superficie minima regrada, enquanto seu par, o catenoide, € a Unica superficie minima de
revolucdo (ver [7] sec. 3.5). Dentre as diferentes parametrizagdes para o helicoide, traba-
lhamos com a dada pela representacdo de Weierstrass para os dados f =ie‘e g=ce™*

com z =x+1iy,

2 —X X 2 X __ X
X(x,y) = {(%) siny, <¥) cosy,—cy} , (u,v) € QCR?, c=cte. € R,
(4-3)
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(a) Helicoide. (b) Catenoide.

Figura 4.1: Helicoide e catenoide (Para ¢ =2 em 4-3 e 4-4).

que generaliza o helicoide descrito em [7], esta representacao é também mais apropriada
pela sua relacdo com a tangente e o cosseno hiperbdlicos que utilizaremos depois na

construcdo da nossa superficie isocurvada. Sua superficie conjugada € o catendide

2 —X x 2 . —X X
X(x,y) = [(%) cosy, — <$) siny,cx] ) (4-4)

ver Figura 4.1.
Construimos agora os elementos necessarios para a expressao explicita da (fa-
milia) isocurvada, isto é, o centro G, o vetor normal N, o vetor horizontal e e o raio das

nossas h-geodésicas em Cy nas coordenadas x e y de acordo com as equagoes 3-2 e 3-3:

2 —X__ X 2 —X X
o(x,y) = {(%) siny, (%) cosYy, 0] , (4-5)

N(x,y) = [_Cze_;+ex siny, — Cg:e ¥, 0] % [ Xfex cosy, € e_;’ex siny, —c]
) |[_c26_;+ex siny, —¢ eCZ:exy,O] X [ 2 — cosy, cZe_;—ex siny, —c]] (4-6)
2ce* 2ce* 2 —e2x
= |3 o8y, —— siny, ——-
e~ +c e +c e +c
[ezlfic siny, 5 Zcet cosy,O} .
el(xa)’) - oot oot = [smy, CosYy, O] (4_7)
‘ [eszrc COSY, — ¢ s1ny,0] ‘
) 2
1 e ¥ er
R(xy) = o - 2;“ . (4-8)
[eZX o Siny, S cosy, O} ‘

Note que o campo normal a superficie é a rotagdo do campo N(x,0) em torno do eixo
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(a) Superficie resultante para ¢ =2 em 4-9. (b) Desenho para c = 1/2 em 4-9.

Figura 4.2: Superficie isocurvada de revolucdo

vertical, e, pelo fato de X ser periddica no eixo vertical, N(x,y) é também periddico de
periodo 27 na coordenada v, o que se traduz posteriormente em uma congruéncia Cy
periddica em torno ao eixo vertical e motiva a identificar a nossa superficie isocurvada
como uma superficie de rotagdo.

Obtemos assim a familia de superficies isocurvadas no parametro real ¢ dada por

Y =0(x,y) + R(cosBe; + sinBe3)
(

6(x,y) + R(tanhBe; +

oshB)

2 02 e X ¥
[( ) siny, (T) CosYy, 0]

+ sinytanhcx, cos ytanhcx, coshor
coshcex
e (e —Deet D) +eF (e ) —cPe—1))
2c(e2x 1 1) Y
B ZCx( 2x( l)cz(c+1))+ezx(c+1)—02(0—1)) cos ex(c_l)(ezx—i—cz)
2c(e**+1) Y c(e?*+1)

(4-9)

Na Figura 4.2 encontramos um esboc¢o da superficie para dois valores de c.

4.2.2 Superficie isocurvada 1-periodica

Como foi mencionado acima, o helicéide é um exemplo de superficie periddica
no eixo vertical, o que forneceu afinal uma superficie isocurvada de rotacdo, baseados

agora numa superficie minima periddica ao longo de um eixo horizontal, a proje¢do do
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Figura 4.3: Superficie minima de Catalan. Esq. Um ciclo (para
y € (0,2m)). Dir. Alguns ciclos de ¥ ao longo do eixo
X2.

campo normal serd novamente periddica mas desta vez se dard ao longo do eixo, o que
se traduz numa congruéncia de geodésicas (e ad posteriori numa superficie isocurvada)
1 —periddica (periddica ao longo de uma direcao) também ao longo desse eixo. O exemplo
classico de uma dita superficie minima "horizontalmente 1—periddica"é a superficie de
Catalan (Figura 4.3), descoberta pelo matemdtico belga E. C. Catalan (1814-1894) em
1885, que soluciona o problema de Bjorling para uma cicloide ao longo de uma linha reta
(ver [6]), o que a faz ideal para o nosso propdsito.
Com os dados de Weierstrass (z,1/z) para z = re’, obtemos a parametriza¢io

1,

| |
X = [Zr (cos?r — sin’t) — i

7,—§(rzsintcost —H),rcost} , (4-10)

e X3 = rsint, com o que definimos os vetores

2rcost  2rsint 1 —r?
N = - 4-11
(x,)’) |:l"2—f—1, 7’2—|—17I’2—|—1:|7 ( )
|:2gsint 2r200st Oi|
er(x,y) = = [sint, cost,0] (4-12)
2rcost _ 2rsint 0
‘ |: r2+1 ) r2+1 ) :| ‘
€ o raio X
1 1
R= e (4-13)
2rcost _ 2rsint 0 2r
‘ |: r2+1 ) r2+1 ) :| ‘
e obtemos a superficie isocurvada parametrizada por
1 1 1
Y(x,y) = {Zrz(coszt — sinzt) — %, —E(r2 sint cost +t),0}
4-14
P i os b rsing— L]
sin () tanh (rsint), cos (¢) tanh (7 sin
r ’ " cosh (rsint)
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Figura 4.4: Superficie isocurvada associada a superficie minima
de Catalan. Esq. Um ciclo. Dir. Alguns ciclos ao longo

0 €eixo X3.

cuja representacdo grafica pode ser vista na Figura 4.4.

4.2.3 Superficie isocurvada tipo Scherk

Uma outra superficie minima conhecida € a superficie minima de Scherk, a qual,
além de ter propriedades interessantes no estudo das superficies minimas, proporciona um
exemplo de superficie isocurvada 2—periddica. Foi apresentada em 1848 pelo matemaético
alemao Heinrich Scherk no seu trabalho Bemerkungen iiber die kleinste Fldche innerhalb
gegebener Grenzen, sendo o primeiro exemplo de uma superficie minima completa,
imersa e 2—periddica, pelo que sua congruéncia de geodésicas é também dois periddica.

A superficie em questdo, chamada também as vezes de primeira superficie de

Scherk, pode ser escrita como o grafico da equagao

cosy
—In—2 4-15
o(x,y) n—-=", (4-15)

com o que podemos aplicar nosso método usando as equagdes para graficos estudadas
no capitulo 3. E preciso agora mencionar que a superficie conjugada vem dada por
¢*(x,y) = arcsin (sinxsiny). Esta superficie é chamada de segunda superficie de Scherk
ou forre de Scherk, ela é novamente uma superficie periddica (no eixo vertical) e foi
posteriormente generalizada ao conceito de Saddle towers ou torres de selas.

Dando passo ao nosso assunto central, calculamos o vetor normal N, o vetor

horizontal e; e o raio das nossas h-geodésicas em Cs em termos das coordenadas x e y
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Figura 4.5: Superficie minima de Sherk. Um periodo (esq.) e 9

periodos (dir.)
obtendo
N(x.y) [—tanx,tany, 1]
X =
) |[— tanx, tany, 1]|
B sinxcosy sinycosx COSXCOSYy
- . ? N ) - )
V/cos2xsin?y+cos?y \/cos2xsin?y+cos2y \/cos2xsin®y+ cos2y
Sinycosx sinxcos
er(ry) = |- 4 - 4 0| @-16)
2 1 qin2 ) 2 2 qin2 02 2
\/cos XS1n”y —+ sSin“ xcos-y \/cos Xsin“y -+ sSin“ xcos-y
e
1
R(x,y) =
o sinxcosy sinycosx 0
\/cos2 xsin? y+sin?xcos2y’ y/cos?xsin? y+sin?xcos2y’ (4-17)

V/cos2xsin? y+ cos?y

. . ,
\V/cos2xsin® y + sin® xcos? y
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a) Superficie isocurvada tipo Scherk
b) Vistas frontal e superior

Figura 4.6: Superficie isocurvada associada a primeira superficie
minima de Sherk.

donde obtemos a parametriza¢do da nossa superficie isocurvada (ver na Fig. 4.6)

Y(x,y) =6(x,y) + R(cos Be; + sinBe3)

ly.0]+ v/cos2xsin?y+cos? y _ sinycosxtanh (arcsin (sinxsiny)) ,
\/cos2xsin® y+ sin® xcos? y V/cos2xsin? y + sin? xcos2 y
_ sinxcos ytanh (arcsin (sinxsiny)) ol + 0.0 1
\/cos2xsin?y + sin2xcos2y ’ """ cosh (arcsin (sinxsiny))

sinycosxy/cos2xsin?y + cos2y

= |x
cos2xsin®y 4 sin®

tanh (arcsin (sinxsiny)),
xcos?y

sinxcosyy/cos2xsin?y + cos?y

5 tanh (arcsin (sinxsiny)),

cos2xsin®y+ sin?xcos2y

V/cos2xsin?y+ cos?y

v/cos2 xsin? y + sin xcos? ycosh (arcsin (sinxsiny))
(4-18)

4.3 Superficies isocurvadas hiperbdlicas

Para trabalhar com superficies minimas de tipo-tempo, é preciso definir alguns
aspectos andlogos aos trabalhados em R para superficies minimas como as utilizadas
para gerar exemplos de superficies isocurvadas elipticas. Além do visto no Apéndice A,

introduzimos a seguir, alguns conceitos necessarios para nosso objetivo.
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Seja M uma variedade bidimensional conexa e orientdvel. Uma funcado
f M — R, nas coordenadas u e v, € dita Lorentz-holomorfa se f, = 0 e Lorentz-anti-
holomorfa se f,, =0, isto é, f(u,v) = f(u) ou f(u,v) = f(v) respectivamente.

De um modo andlogo ao mostrado por Weierstrass e Enneper para superficies
minimas, existe uma certa representacao de Weierstrass para superficies minimas de tipo-
tempo no espaco de Lorentz-Minkowski I3 com fun¢des Lorentz-holomorfas e Lorentz-

anti-holomorfas. Nesse sentido, o seguinte resultado é obtido de [15].

Teorema 4.1 (Representacdo de Weierstrass para superficies minimas de tipo-tempo em
1L3) Sejam q,r : M — 13 fun¢ées Lorentz-holomorfa e Lorentz-anti-holomorfa respectiva-

mente. Entdo o sistema

0= (30401201~ @) =)

(4-19)
0. (~30+ ) =1201= )1 ) )

define uma superficie minima de tipo-tempo @ : M — 1.>. Onde f(u) e g(v) sdo tam-
bém aplicagoes Lorentz-holomorfa e Lorentz-anti-holomorfa respectivamente. Reciproca-
mente, toda superficie minima tipo-tempo pode ser representada pelo sistema 4-19 salvo

translagoes.

A prova do teorema acima pode ser encontrada também em [15], acompanhada

da seguinte defini¢do.

Definicdo 4.2 Seja ¢(u,v) = X(u) + Y (v) uma superficie minima tipo-tempo. Entdo,
claramente, @*(u,v) = X(u) —Y(v) é também uma superficie minima tipo-tempo. A

superficie @ ¢ chamada de superficie minima tipo-tempo conjugada de ©.

Finalmente, neste caso, a funcdo 3 em 3-38 resulta ser o menos da fun¢éo altura
de X*, que chamaremos de X3, isto ¢, B= —X3. Com o que novamente fazemos uso da
representacio de Weierstrass em 4-19 para gerar superficies minimas que serdo base para

exemplos de superficies isocurvadas hiperbdlicas.

4.3.1 Superficie isocurvada Hiperbdlica tipo Enneper

Em 1864 Alfred Enneper apresentou uma superficie minima para os dados de
Weierstrass (1,z) que ndo é imersio em R? e que, conjuntamente com o catendide, sio
as Unicas superficies minimas com curvatura total igual a —4x [19]. No espago L3 [15]
e dimensdes superiores [4], existem também superficies do tipo Enneper tipo-tempo que

vamos usar para gerar um exemplo hiperbdlico de superficie isocurvada.
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a) Superfice de Lorentz-Enneper b) A superficie e a sua conjugada
Figura 4.7: Superficie minima Lorentz Enneper e a sua conjugada.

Seguindo [10] (onde podem se encontrar varios outros exemplos de superficies

Lorentz Enneper) e [15], consideramos a superficie de Enneper tipo-tempo dada por
X(x,y) = A(x) +B(y)

onde
3 3

A 3]

1 3 3
Alx) = 5 {xz,x—%,x—l- %} e B(y)=

De maneira explicita,

| =

2 2 .3 3 3 3
Xy x x y yx x y y
X —— === — L - == 4-2
(%,3) {2 2’6 276 2672 6 2}’ (4-20)
donde, pelo teorema 4.1, a superficie conjugada X* vem dada por
2 2 .3 3 3 3
* Xy x o x oy yx ox oy Yy
X =|l=4—=,——~—=—=4+=,—F+=+=—+=]. 4-21
(x%,) {2+2’6 2 6+2’6+2+6+2} “4-21)

Na Figura 4.7 ilustramos as superficies X e X*.
Com a parametrizagao 4-20, calculamos o campo normal Ny, e o raio e dire¢ao

e1 das h-geodésicas em Cx como segue

X, x1 X 1y

Nmﬁ{—x” 2 x,—”y}, (4-22)
X <1 X[ xy—1'xy—1" xy—1
R P ol (4-23)

T M) @D
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Figura 4.8: Superficie isocurvada asociada a superficie Lorentz
Enneper.
y—x xy+1
My |5
|H12(NL)|L ‘ [_xy—i—l y—Xx ] ‘
xy—17 xy—17 (4_24)
y—x xy+1 0
VEEDP+) V@D +1)

Fazendo uso de 4-23, 4-24 ¢ 4-21 obtemos a parametrizagio Y (x,y) da superficie
isocurvada associada a X

Y(x,y) = 6(u,v) + R [cos Oe; + sin Oes]

1

cosh(—X§)

yixtoyt e (B ) Gy —1) |ty oy
202+ 1)(x2+1) 6 PH+DEE+H1) 202+ 1) (2 41)]
62 +1)(x2+1) 6 (P +1)(x2+1)
+(X+y)(x3y—x4+x2y2+2x2+xy3—y4+2y2+3)

6(y>+1)(x*+1) ’
xy—1

v/ (2 +1)(x2+1)cosh (M)

=06(u,v) + R |tanh (—X3)e; + e3

(4-25)

Parte desta superficie pode ser vista na Figura 4.8.
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Figura 4.9: Curva tractriz. Para a = 1, os semicirculos de raio 1
sdo perpendiculares a curva.

4.4 Superficies isocurvadas parabdlicas

Como é mencionado em [2], ndo € conhecido ainda um método geral para a ge-
racdo de exemplos ndo-triviais de superficies isocurvadas parabdlicas, porém, lembrando
o teorema 2.1 no capitulo 2, sabemos que estas devem ser perpendiculares a uma familia
de h-geodésicas de raio p = 1; pela sua definicdo coloquial, uma curva tractriz define a
trajetoria de um objeto que aponta a um ponto fixo e € "puxado"desde um eixo horizontal
[ por um ponto P que se move em linha reta a uma distancia constante a, logo, a curva
tractriz €, em todo ponto, perpendicular a um semicirculo com centro em / e de raio a,
nesse sentido (Fig. 4.9), fazendo a = 1, a superficie na Figura 1.1 (b) € um exemplo
(quase trivial) de superficie isocurvada parabdlica.

Uma certa generalizacdo do exemplo acima € fornecida por Robert Bryant em
resposta a uma pergunta de P. Roitman em MathOverflow.net ([2], [9]) sobre estudos
prévios a [2] sobre superficies isocurvadas. A familia de exemplos de Bryant tem para-

metrizacdes da forma
X(u,v) = [a(u) + cosu(v — tanhv), b(u) + sinu(v — tanhv), sechv], (4-26)
onde a(u) e b(u) sao fungdes diferencidveis tais que
d (u)cosu+b'(u)sinu = 0.

A escolha mais simples, a(u) = b(u) = 0, gera a superficie de revolugdo com
respeito ao eixo x3 que tem a tractriz como curva de perfil (ver Figura 4.10 (a)). Uma
outra escolha (Fig. 4.10 (b)) da como resultado uma superficie tendo a tractriz como

curva de perfil regrada por curvas logaritmicas.
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4.4 Superficies isocurvadas parabdlicas

—AINT——
i —=
== —

b) Superficie isocurvada parabdlica para a(u) = —Intan (2%) e b(u) = Intan ().
Figura 4.10: Superficies isocurvadas parabdlicas.



APENDICE A

Geometria de superficies no espaco de

Lorentz-Minkowski

No presente apéndice, vamos fazer uma curta introdugdo a geometria diferencial
de superficies no espaco de Lorentz-Minkowski L utilizado ao longo do capitulo 3
(Sec. 3.2 e 4.3), em especial para superficies de tipo-tempo, comegando pelos elementos
geométricos bdsicos do espaco e pulando depois até a geometria das superficies e os
conceitos de curvatura ja utilizados nas demostracdes de alguns teoremas. Um estudo
mais completo da geometria diferencial de curvas e superficies no espaco de Lorentz-
Minkowski pode ser encontrado em [16], de onde serd tomada a maior pate da informacgao
neste resumo, € onde podem se encontrar também algumas demonstracdes que aqui

omitimos.

A.1 Conceitos basicos

[25]Consideramos V um espaco vetorial n—dimensional sobre os reais, uma

forma bilinear simétrica g : V x V — R € dita

1. positiva (resp. negativa) definida se u # 0 implica g(u,u) > 0 (resp. g(u,u) < 0)
paratodou €V,

2. nao-degenerada se g(u,v) = 0 para todo v em V implica u = 0,

3. indefinida se existem u e vem V tais que g(u,u) < 0e g(v,v) > 0.

Uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada g ¢ chamada de produto escalar. Dado um

produto escalar (,) em V, dois vetores u,v € V sdo ditos ortogonais se (u,v) = 0.

Definicdo A.1 Um vetor v # 0 em um espagco V com produto escalar {,) indefinido é dito

1. de tipo-espaco se (v,v) > 0,
2. de tipo-tempo se (v,v) <0 ou
3. de tipo-luz se (v,v) = 0.
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O nudmero de vetores de tipo-tempo em uma base ortonormal de um espaco V dotado
de uma produto escalar ndo depende da escolha da base [11], e é chamado de indice do
produto escalar, ou indice de (V, (,)).

Seja R? o espago vetorial real com a sua estrutura usual, denotamos por B =
{e1,e2,e3} a sua base canodnica, onde ¢; = {1,0,0}, e = {0,1,0} e e3 ={0,0,1}, e por
(x1,%2,X3) as coordenadas de um vetor x respeito 4 base B. A métrica usual em R3 ¢ a

chamada métrica Euclidiana (, ), dada por
(U,V)e = uvi +ugva + unvs3.

Defini¢do A.2 O espaco de Lorentz-Minkowski é o espago métrico > = (R>,(,)) onde
a métrica (,)r, €

(u,v)L = u1vy + upvy — upv3, (A-1)

e é chamada de métrica Lorentziana (as vezes referida também como métrica de Min-
kowski).

De acordo com a definicdo A.1, um vetor v € I vai ser chamado de tipo-espago
se (v,v)r > 0, de tipo-tempo se (v,v), < 0 ou de tipo-luz se (v,v); = 0. Como pode ser
visto facilmente, a mesma base candnica B é base para I3, e assim IL> é um espaco com
indice 1 (e3 € de tipo-tempo). Em geral os espagos vetoriais com produto escalar sdo
chamados de Euclidianos se o produto escalar tem indice O e Lorentzianos quando tem
indice 1.

Segundo diferentes autores o vetor v = 0 pode ser considerado como de qualquer
dos tipos acima enumerados, no presente trabalho, consideramos o vetor 0 como de tipo-
espago, com isto, o cono de luz, C = {(x,y,z) € L? : x3 +x3 —x3 = 0} — {(0,0,0)}, e 0
conjunto de vetores de tipo-tempo, T = {(x,y,z) € L3: x% +x% —x% < 0}, s@o conjuntos
com duas componentes conexas cada um (ver Figura A.1).

Dado um subespaco vetorial U C I3, consideramos a métrica induzida (, )y:
<M,V>U = <M>V>L7 u,veU. (A-2)

Classificamos um subespaco U de > como

1. de tipo-espaco se a métrica (, )y € definida positiva,
2. de tipo-tempo se a métrica (, )y tem indice 1,

3. de tipo-luz se a métrica (, )y é degenerada.

Pode se mostrar que U € um subespago de tipo-espago (resp. tipo-tempo) se e
somente se U~ é de tipo-tempo (resp. tipo-espago). Dois vetores de tipo-espaco u, v € L3

sdo linearmente independentes se, e somente se, (¢, v) = 0.
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Vetores unitarios de

Cone de ter%po (Futuro)

Cone-de =
pan:saedo

Cone de tempo (Passad®)

Figura A.1: Representacdo cldssica do espaco 1. (Esq.) e a pseu-
doesfera unitdria (Dir.). Os conjuntos de luz e tempo,
C e T, tem cada um dois componentes disjuntos, os
quais sdo em ocasides referidos como futuros e passa-
dos, um vetor v de tipo-tempo, por exemplo, se consi-
dera dirigido para o futuro se estd contido no mesmo
cone de tempo que o vetor e3, isto é, se (v,e3); <0, e
é dito dirigido ao passado se (v,e3); >0

Proposiciio A.3 Seja P C I3 um plano vetorial. As seguintes afirmacdes sio equivalen-

tes:

1. P é um subespaco de tipo-tempo.
2. P contem dois vetores de tipo-espago linearmente independentes.

3. P contem um vetor de tipo-tempo.

Proposiciio A.4 Seja P C 1.3 um plano vetorial. Seja v um vetor ortogonal a P respeito
a métrica Euclidiana. Entdo P é um plano de tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se,

e somente se M| é um vetor de tipo-tempo (resp. tipo-espaco, tipo-luz).

Dado um vetor # em I (resp. R?) a sua norma é definida por |u|;, = \/[{u,u) ]|
(resp. |ule = \/ (u,u).). Um vetor serd dito unitdrio se a suanorma é 1. O lugar geométrico
dos vetores unitérios estd composto pelos hiperboloides de uma folha x> +y? —z2 = 1

(para os vetores de tipo-espago) e de duas folhas x* 4 y* — z°

= —1 (para os vetores de
tipo-tempo) representados na Figura A.1.

Se u é um vetor de tipo-tempo, o cono de tipo-tempo de u é o conjunto C(u) =
{veT:(uv) <0}, este conjunto é no vazio, pois u € C(u).

Uma das diferencias entre R? e I3 é a veracidade da desigualdade de Cauchy-

Schwarz, que mostra que se u,v € R3, entdo |(u,v).| < |ul¢|v|e, € a igualdade é atingida
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sO se u e v foram proporcionais. Nao entanto, no espaco de Minkowski, e para vetores de

tipo-tempo, existe uma certa desigualdade de Cauchy-Schwarz invertida ([16]).

Teorema A.5 Sejam u,v € L3 dois vetores de tipo-tempo. Entéo
[(u,v)L] > ulzlv]z

e a igualdade se tem se, e so se, u e v sdao proporcionais. No caso que ambos vetores
estiverem contidos no mesmo cono de tempo ({u,v)y, < 0), existe um tinico niimero ¢ > 0

tal que

(u,v)r = —|ulr|v|Lcosh¢

o niimero ¢ acima definido, é chamado o angulo hiperbélico (ou dngulo de tipo-tempo
[20] p. 59) entre u e v.

Cabe agora perguntar-se como definir o angulo entre dois vetores quaisquer em
L3, porém, limitagcdes geométricas préprias do espago fazem que para certas combinagdes
de vetores isto ndo seja possivel, (ver [16] Sec. 1.2 e Tma. 2.14). Em principio, sejam u, v
vetores linearmente independentes em IL? — C (isto &, que ndo sejam de tipo-luz), o angulo
entre eles pode ser definido dependendo do plano P determinado por u e v, e la métrica

induzida nele, a qual pode ser Riemanniana, Lorentziana ou degenerada.

1. Se o plano gerado é Riemanniano, a definicdo de angulo entre os vetores (que no
caso sao de tipo-espaco) € o usual do espago Euclidiano.

2. Se o plano é Lorentziano, é isométrico ao espaco bidimensional de Lorentz-
Minkowski L e a definicdo de angulo é invariante sob isometrias. E suficiente
agora considerar s6 os vetores unitrios, O conjunto de vetores unitdrios de > tem

quatro COIIlpOI’lCI’ltCS conexas,

T, = {(x,y) €L?: x* —y* = —1,y > 0}
T! ={(x,y) e L?: x> —y* = —1,y < 0}
E}F ={(x,y)eL?:x*—y* =1,x> 0}

E! = {(x,y) eL?:x* —y* = —1,x < 0}

0s vetores em Tﬂr NTL sdo de tipo-tempo e os contidos em E}r NE! sio de tipo-
espaco. J4 foi definido o caso em que os dois vetores estio no mesmo cone de
tempo. Considere agora dos vetores unitdrios de tipo-espaco contidos na mesma
componente (u,v € E}r ou u,v € E') entio, (u,v), > 1, e se define o angulo entre

dois vetores de tipo-espaco, como segue:

Definiciio A.6 Sejam u,v € 1> dois vetores ndo nulos de tipo-espaco tais que

u/|ulp e v/|v|L estejam na mesma componente de vetores unitdrios, entdo o dngulo
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Z(u,v) = 0 € o (iinico) niimero ¢ € [0, ) tal que

(u,v)r,

ho = .
CoshO = iz

(A-3)
Nao definimos o angulo entre dois vetores unitdrios (tipo-espaco ou tipo-tempo),
que ndo pertenceram 4 mesma componente, nem o angulo entre vetores tipo-tempo
e tipo-espaco.

3. Um terceiro caso aparece quando o plano P € de tipo tempo. Necessariamente u € v

nao sdo de tipo-tempo e neste caso ndo definimos o angulo entre dois vetores.

O produto vetorial u X v entre dois vetores u = (uy,uz,u3) e v= (vi,vz,v3) em

I3 é definido como

e i -

i j —k
UXLV=|u; uy u3 (A-4)
Vi V2 V3

Note que, ao igual que em R>, (uxzv) L ue (uxzv) Lv.E, se denotamos por u X, v
o produto vetorial Euclidiano, o produto u X v é a reflexdo de u X, v respeito ao plano
x3 =0[16].

Damos agora uma grande pulada na teoria da geometria diferencial em L3 para
passar a os contetidos utilizados ao longo do nosso trabalho, em especial do terceiro
capitulo, introduzindo agora os conceitos de superficies de tipo-tempo e tipo-espago e
as suas curvaturas Gaussianas e medias, dando sustento ao mostrado particularmente nas

demonstracdes dos teoremas 3.3 e 3.4.

A.2 Superficies de tipo-tempo e tipo-espaco em L°

Seja M uma superficie regular, simplesmente conexa e (possivelmente) com
bordo dM ndo vazio. Seja x : M — L3 uma imersio, isto é, tal que dx, : T,M — R3 ¢
injetiva. Identificamos o plano tangente 7,M com (dx),(T,M), e consideramos a métrica

induzida (ou pullback) x*((,) ), dada por

x*(()p)(u,v) = <dxp(u),dxp(v)>L, u,veT,M,

assim, x : (M,x*(,)) — (I3,(,);) é uma imersio isométrica. A métrica x* pode ser

definida positiva, de indice 1, ou degenerada.

Definiciio A.7 Seja M uma superficie. Uma imersdo x : M — 1> é dita de tipo-espago,
(respectivamente tipo-tempo ou tipo-luz) se todos seus planos tangentes (T,M ,x*(,) ) sdo
de tipo-espaco (respectivamente tipo-tempo ou tipo-luz). Uma superficie ndo-degenerada

é uma superficie de tipo-espaco ou tipo-tempo.
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Note que a caracteristica de uma superficie imersa em L? independe de sua
posicdo no espaco, além disso, ela pode mudar seu tipo em diferentes pontos da mesma
superficie, pelo tanto uma superficie em geral ndo estd necessariamente classificada
como um dos tipos acima descritos. Um exemplo de isto é a esfera S* = {(x,y,z) €
R3 : %% +y2 4+ 2% = 1}, a regido {(x,y,2) € S?: |z| < 1/v/2} € de tipo-tempo, a regido
{(x,y,2) € % : |z] > 1/V/2} é do tipo-espaco, e os niveis {(x,y,z) € S*: |z] = 1/v/2}
sao de tipo-luz. Pelo argumento anterior, vamos tratar as condi¢cdes de tipo-espago e tipo-

tempo como um assunto local.

A.2.1 Calculos locais de curvatura

Segundo [16], sec. 3.3, e as ideias em [7], mostramos agora o calculo em
coordenadas locais das curvaturas para uma superficie (de tipo-tempo ou espago) imersa
3
em [L°.

Consideramos a parametrizacdo local Y nas coordenadas u, v, dada por
y:ICcR* L2,

de uma imersdo em S. Seja B = {y,,y,} uma base local do T,S para p € y(U).
Sejam E = (Y,,, W), F = (Wi, Wy); ,G = (Y, ¥,); os coeficientes da primeira forma

fundamental respeito de B. Tomando o campo normal unitario

= b (A-5)
‘Wu XL Wy |L
os coeficientes da segunda forma fundamental vem dados por
€= — <NM7WM>L = <N7WW>L>
f = - <NV7WM>L - <N7\|fuv>L7
e=— (N, W) = (N, W), -
Notamos
—1, se S € de tipo-espaco
N=¢g= po-espas (A-6)
1, se S¢€ de tipo-tempo
e definimos as curvaturas média e Gaussiana por
eG—2fF +gE eg — f2
H=¢ K=¢—"——5. A-T
2AEG—F?) 2EG—TF?) (A7)

Exemplo A.1 Sejam ¢ diferencidvel em ® C R?, a superficie de tipo-tempo S dada por
X3 = ¢(u,v) e X : Q — > a parametrizacdo usual X (u,v) = (u,v,(u,v)), por A-4 e a
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definicdo de norma, o campo normal (de tipo-espaco) é dado por

—WYus, — V7_1
A ),com|V<p|2=<pi+<p3,

VIVer—1

note que se S for de tipo-espago teriamos N de tipo-tempo e |V@|*> — 1 < 0. Finalmente,

um cdlculo direto fornece os coeficientes da primeira e segundas formas fundamentais

Ezl_(pﬁa F:_(Pu(Pv; GZl_(P%;
— _ Quu f_L Pvv

¢ VeP 1 TV 8T NP1

e as curvaturas média e gaussiana ficam determinadas por

_ 1 @uu (1 — 0}) +20uPvPur + P (1 — 07)

H K =

~ Puu vy — (Pﬁv
2 (IVo|> —1)3/2 ’ (Vo[> —1)2

(A-8)

(A-9)

Do exemplo anterior, concluimos também que o grafico de uma funcao diferen-

cidvel ¢ é uma superficie minima (H = 0) respeito a métrica de Lorentz se, e somente se,

Quu(1 — 93) +20,0,9ur + @ (1 — 97) =0

em todo ponto do dominio de ¢.

(A-10)
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