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1. Introdução 

Fazemos aqui uma referência ao Teorema Fundamental da Álgebra. 

Em matemática, o teorema fundamental da Álgebra afirma que qualquer polinômio p(z) com 

coeficientes complexos de uma variável e de grau 𝑛 ≥  1 tem alguma raiz complexa. Por outras 

palavras, o corpo dos números complexos é algebricamente fechado e, portanto, tal como com 

qualquer outro corpo algebricamente fechado, a equação 𝑝(𝑧)  =  0 tem 𝑛 soluções (não 

necessariamente distintas). 

 

2. História 

O problema de perceber o tipo de soluções de uma equação polinomial surgiu desde cedo na 

história da matemática. Os gregos, com os seus problemas de áreas e volumes deparam-se 

com equações do tipo: 

 

para os quais não tinham resposta. São conhecidos muitos estudos nesta área que nos 

chegam dos povos Hindus, Gregos, Árabes, Chineses, etc.  No ano de 800 dc  já havia notícia 

de estudos de equações de segundo grau.  Al-Khawarizmi, que foi considerado por alguns o 

pai da álgebra, fez esse estudo, mas nessa altura ainda não se colocava o problema das 

soluções não reais. O médico Girolamo Cardano foi o primeiro matemático a compreender que 

se podia trabalhar com quantidades mais gerais que os números reais. Em 1545 Cardano, 

publicou no seu livro Ars Magna os estudos efetuados, pelo Professor Scipione Del Ferro em 

1520, sobre equações do tipo 𝑥3 + 𝑝𝑥 = 𝑞, 𝑥3 = 𝑝𝑥 + 𝑞 𝑒 𝑥3 +  𝑞 = 𝑝𝑥 que Tartaglia havia 

descoberto em 1535. Nos estudos do Professor Scipione Del Ferro, encontravam-se as 

soluções das equações quadráticas e cúbicas: 
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Ao estudar a equação𝑥3 = 15𝑥 + 4 Del Ferro encontrou a solução real x=4 e também as 

soluções ”fictícias” 𝑥 =  ± √−121 que conseguiu manipular, mas que ele próprio não entendia 

muito bem, usando a notação: 

 

Em 1572, Bombelli publica no seu livro Álgebra um conjunto de regras para operar os números 

complexos. 

Peter Rothe, no seu livro Arithmetica Philosophica publicado em 1608, escreveu que uma 

equação polinomial de grau n com coeficientes reais pode ter n soluções. Albert Girard no seu 

livro L'invention nouvelle en l'Algèbre publicado em 1629, afirmou que uma equação polinomial 

de grau n tem a soluções, mas não disse que tais soluções eram necessariamente complexos. 

Além disso, ele disse que a sua afirmação era válida “a menos que a equação seja 

incompleta”, querendo dizer com isto que nenhum coeficiente é igual a 0. No entanto, quando 

ele explica em detalhe o que quer dizer, torna-se claro que, de fato, ele acredita que a 

afirmação dele é válida em todos os casos. Por exemplo, ele mostra que a equação: 

 

embora incompleta, tem quatro soluções (contadas com multiplicidades): 

 

Em 1637, Descartes escreve em La géométrie o que anos antes Harriot havia descoberto - 

se a é raiz de um polinômio, então  divide o polinômio. Descartes afirmou também que 

para todas as equações de grau n, podemos imaginar n raízes, mas estas podem não 

corresponder a quantidades reais. 

Uma consequência do teorema fundamental da Álgebra é que qualquer polinómio com 

coeficientes reais e grau superior a 0 pode ser escrito como produto de polinômios com 

coeficientes reais de primeiro ou segundo grau. No entanto, em 1702, Leibniz afirmou que 

nenhum polinómio do tipo  (com a real e não nulo) pode ser obtido sob aquela forma. 

Anos mais tarde, Nicolaus II Bernoulli (1695-1726) afirmou o mesmo relativamente ao 

polinômio: 
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mas recebeu uma carta de Euler em 1742 na qual lhe foi explicado que o seu polinômio era de 

fato igual a: 

 

Sendo 𝛼 a raiz quadrada de  

enquanto que: 

 

Uma primeira tentativa de demonstrar o teorema foi levada a cabo por d'Alembert em 1746, 

mas na altura a demonstração foi considerada incorreta. Entre outros problemas, usava 

implicitamente um teorema (atualmente designado por teorema de Puiseux) que só viria a ser 

demonstrado um século mais tarde e cuja demonstração se pensava depender do teorema 

fundamental da álgebra. No entanto, hoje em dia há quem defenda que a demonstração de 

d'Alembert foi mal compreendida, e que de fato não depende do teorema fundamental da 

álgebra ou seja, não é circular. 

Outras tentativas foram levadas a cabo por Euler (1749), de Foncenex (1759), Lagrange (1772) 

e Laplace (1795). Estas últimas quatro tentativas recorreram à tese de Argand; mais 

precisamente, a existências de raízes era dada como certa e o que faltava provar era que eram 

da forma  para números reais  e . Em terminologia moderna, Euler, de Foncenex, 

Lagrange e Laplace estavam a supor a existência de um corpo de decomposição do 

polinômio . 

No fim do século XVIII foram publicadas duas novas demonstrações que não supunham a 

existência de raízes. Uma delas, da autoria de James Wood e, sobretudo algébrica, foi 

publicada em 1798 e completamente ignorada. A demonstração de Wood tinha uma falha de 

natureza algébrica. A outra demonstração foi publicada por Gauss em 1799 e era sobretudo 

geométrica, mas tinha uma falha topológica. Uma demonstração rigorosa foi publicada por 

Argand em 1806; foi aqui que, pela primeira vez, o teorema fundamental da Álgebra foi 

enunciado para polinômios com coeficientes complexos e não apenas para polinômios com 

coeficientes reais. Gauss publicou mais duas demonstrações em 1816 e uma nova versão da 

primeira demonstração em 1849. 

O primeiro manual universitário a conter uma demonstração do teorema foi o Cours d'analyse 

de l'École Royale Polytechnique, de Cauchy (1821). A demonstração em questão é a de 

Argand, embora este não seja mencionado. 

Nenhuma das demonstrações até agora mencionadas é construtiva. Foi Weierstrass quem 

levantou pela primeira vez, em 1891, o problema de encontrar uma demonstração construtiva 
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do teorema. Tal demonstração foi obtida por Hellmuth Kneser em 1940 e simplificada pelo seu 

filho Martin Kneser em 1981. 

 

3. O Teorema - Enunciados 

- Todo o polinômio não constante, de grau n com coeficientes complexos, tem n raízes complexas. 

- Todo o polinômio não constante, de grau n, com coeficientes complexos, tem pelo menos uma raiz 

complexa. 

- Todo o polinômio real pode ser escrito como produto de fatores lineares reais, ou fatores reais de grau 

dois. 

- Numa abordagem mais algébrica podemos enunciar o teorema fundamental da álgebra dizendo que o 

corpo dos números complexos é algebricamente fechado. 

Dado que um corpo K se diz algebricamente fechado sempre que todos os polinômios de coeficientes em 

K se podem decompor em K. Concluímos que C é algebricamente fechado porque todos os polinômios de 

coeficientes complexos têm as suas raízes em C, logo se decompõem em C. 

 

4. Demonstrações 

Todas as demonstrações do teorema envolvem Análise ou, mais precisamente, o conceito de 

continuidade de uma função real ou complexa. Algumas funções também empregam 

derivabilidade ou mesmo funções analíticas. Algumas demonstrações provam somente que 

qualquer polinômio de uma variável com coeficientes reais tem alguma raiz complexa. Isto 

basta para demonstrar o teorema no caso geral. 

4.1 Demonstrações - Analítica 

Seja r > 0 tal que |p(z)| > |p(0)| quando |z| ≥ r e seja D o disco fechado de raio r centrado em 0. 

Uma vez que D é compacto, a restrição a D de |p| tem um mínimo; seja 𝑧0 um ponto de D onde 

esse mínimo seja atingido. Então, 𝑧0 não pode estar situado na fronteira de D, pois nos pontos 

z da fronteira tem se |p(z)| > |p(0)| ≥ |p(z0)|. Logo, 𝑧0 está no interior de D e, portanto, pelo 

princípio do mínimo, p(𝑧0) = 0. Em outras palavras, 𝑧0 é um zero de p(z). 

Outra demonstração analítica pode ser obtida usando o teorema de Liouville. 

Suponhamos com vista a um absurdo que p(z) ≠0 para todo o z pertencente a C. Como p(z) é 

inteira e não tem raízes, então 
1

𝑝(𝑧)
 também é inteira. Visto que |p(z)| →  ∞ quando |z| →  ∞, 

então existem M, r > 0 tais que |p(z)| > M se |z| > r. Assim, para |z| > r, temos que 
′

1
|𝑝(𝑧)| <  

1

𝑀
. 
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Como 
1

𝑝(𝑧)
 é inteira, é contínua em C portanto é limitada no compacto |z| = r. Logo 

1

𝑝(𝑧)
 é limitada 

em C. Nestas condições, aplicando o Teorema de Liouville, 
1

𝑝(𝑧)
 é constante. Donde, p(z) é 

constante, o que é um absurdo. Logo p(z) tem que ser zero para algum valor de z pertencente 

a C. 

 

4.2 Demonstrações - Algébrica 

Esta demonstração usa somente dois fatos cuja demonstração requer Análise ou, mais 

precisamente, o teorema dos valores intermédios, nomeadamente: 

• qualquer polinômio de grau ímpar com coeficientes reais tem pelo menos um zero real; 

• qualquer número real não negativo tem alguma raiz quadrada. 

Resulta da segunda afirmação que, se a e b forem números reais, então há números 

complexos z1 e z2 tais que o polinômio 𝑧2 + 𝑎𝑧 + 𝑏 é igual a (z−z1)(z−z2). 

Como já foi observado, basta demonstrar que o teorema é válido para polinômios p(z) com 

coeficientes reais. O teorema pode ser demonstrado por indução relativamente ao menor 

inteiro não negativo 𝑘 tal que 2𝑘 divide o grau n de p(z). Seja F um corpo de decomposição de 

𝑝(𝑧) (visto como um polinômio com coeficientes complexos); em outras palavras, o corpo F 

contém C e há elementos 𝑧1, 𝑧2,. . . , 𝑧𝑛 de F tais que 

 

Se k = 0, então n é ímpar e, portanto, p(z) tem alguma raiz real. Suponha agora que 𝑛 =  2𝑘𝑚 

(com m ímpar e k > 0) e que o teorema já se encontra demonstrado no caso em que o grau do 

polinômio é da forma 2𝑘−1𝑚′ com 𝑚′ ímpar. Para um número real t, seja: 

 

Então os coeficientes de 𝑞𝑡(𝑧) são polinômios simétricos nos 𝑧𝑖 com coeficientes reais. Logo, 

podem ser expressos como polinômios com coeficientes reais nos polinômios simétricos 

elementares, ou seja, em – 𝑎1, 𝑎1,. . . ,(−1)𝑛𝑎𝑖, pelo que 𝑞𝑡(𝑧) tem, de fato, coeficientes reais. 

Além disso, o grau de 𝑞𝑡 é igual a 
n(n−1)

2
 = 2𝑘−1𝑚(𝑛 − 1), e 𝑚(𝑛 − 1) é ímpar. Logo, pela 

hipótese de indução, 𝑞𝑡 tem alguma raiz real; em outras palavras, 𝑧𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑡𝑧𝑖𝑧𝑗 é real para dois 

elementos distintos 𝑖 e 𝑗 de {1, . . . , n}. Como há mais números reais do que pares (𝑖, 𝑗), é 

possível encontrar números reais distintos 𝑡 e 𝑠 tais que 𝑧𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑡𝑧𝑖𝑧𝑗 e 𝑧𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑠𝑧𝑖𝑧𝑗  sejam 
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reais (para os mesmos 𝑖 e 𝑗). Consequentemente, tanto 𝑧𝑖 + 𝑧𝑗  como 𝑧𝑖𝑧𝑗 são números reais e, 

portanto, 𝑧𝑖 e 𝑧𝑗 são números complexos, pois são raízes do polinômio 𝑧2 − (𝑧1  +  𝑧2)𝑧 + 𝑧1𝑧2. 

 

5. Interpretações 

Interpretação Gráfica 

As funções complexas são funções de quatro dimensões, mas a nossa visão é limitada, e 

conseguimos ver no máximo até três dimensões. É impossível desenhá-las? 

 Se considerarmos que ℂ se comporta como ℝ2, podemos tratar 𝑓 : ℂ →  ℂ como se fosse uma 

função do tipo 𝑓 : ℝ →  ℝ. E como é que fazemos os gráficos dessas funções? O método é 

muito simples. Começamos por ”imaginar” uma circunferência centrada na origem e atribuímos 

cores a todos os pontos, partindo da reta 𝑦 =  0 quando 𝑥 >  0. Primeiro temos encarnado, 

amarelo, verde, etc, e andando sempre no sentido contrário aos ponteiros do relógio. Se nos 

aproximarmos da origem, as cores ficam mais escuras e se nos afastamos as cores ficam mais 

claras. Por isso quando 𝑧 se aproxima de zero, temos preto, e quando |𝑧| se aproxima do 

infinito, temos branco. A partir deste esquema de cores, podemos desenhar qualquer função do 

tipo 𝑓 : ℂ →  ℂ. A cada ponto 𝑧 do plano atribuímos a cor que corresponde a 𝑓(𝑧), usando para 

isso as cores a seguir: 

 

Um polinômio de grau 4 podemos observar que: 

• f tem quatro pontos pintados a preto, ou seja, quatro zeros. 

• Entre os zeros da função forma-se um ”circulo” azul claro, ou seja, quando |𝑧| → 0, f(z) → −1 

• As cores diluem-se rapidamente, tendo-se majoritariamente branco quando estamos a certa 

distância do ”centro”, ou seja, lim
|𝑧| →∞

𝑓(𝑧) =  ∞. 
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Num polinômio com raízes múltiplas, se fizermos uma observação superficial desta imagem, 

podemos ser levados a concluir que o gráfico está mal feito ou que o teorema fundamental da 

álgebra é falso, visto que só encontramos seis manchas pretas e temos um polinômio de grau 

oito. A verdade é que não há qualquer erro. Se fizermos uma observação mais cuidadosa, 

verificamos que em torno de cada ponto preto, andando no sentido contrário aos ponteiros do 

relógio, encontramos as cores da ”paleta” inicial. E verificamos ainda que em torno de duas 

dessas manchas pretas, há repetição de cores, ou seja, esses zeros tem multiplicidade dois. 

Estão assim encontradas as oito raízes do polinômio. 

 

 

 

 

 

Interpretação física de Gauss 

Gauss desenvolveu uma explicação física para as raízes quadradas de números negativos. O 

exemplo da equação 𝑥2  +  4 =  0 ajuda a perceber o que Gauss queria dizer. 

Se perguntarmos a alguém o significado físico da equação 𝑥2  =  4, a resposta é simples: x é o 

lado de um quadrado de área 4. Mas se perguntarmos a alguém o significado físico da 

equação 𝑥2  =  −4, o mais natural é obtermos a resposta que Euler e Lagrange deram: 
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𝑥2  =  −1 não tem significado físico, logo 𝑥2  =  −4 é impossível. 

Gauss ridicularizou esta resposta, porque não faz sentido dizer que, uma equação tem solução 

mas que a solução é impossível. 
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