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Resumo

Neste trabalho, estudamos o conceito de espagos vetoriais topoldgicos e suas pro-
priedades. No primeiro capitulo, apresentamos duas secoes de resultados basicos e,
nas demais secoes, apresentamos um estudo sobre tais espacos de forma mais ampla.
No segundo capitulo, restringimo-nos ao corpo dos reais e fazemos um estudo sobre
os espagos localmente convexos, o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema de Banach-
Alaoglu, construimos as topologias fraca, fraca-estrela, da convergéncia limitada e da
convergéncia pontual. Por tltimo, estudamos o Teorema da Limitacao Uniforme, o Te-
orema do Grafico Fechado e o da Aplicagao Aberta no contexto mais geral dos espagos
de Fréchet.

Palavras-chave: espacos vetoriais topoldgicos, espacgos localmente convexos, topo-
logias, Teorema de Hahn-Banach, Teorema de Banach-Alaoglu, Teorema de Banach-

Steinhauss, Teorema da Aplicagao Aberta, Teorema do Grafico Fechado.



Abstract

In this work we investigate the concept of topological vector spaces and their pro-
perties. In the first chapter we present two sections of basic results and in the other
sections we present a more general study of such spaces. In the second chapter we
restrict ourselves to the real scalar field and we study, in the context of locally con-
vex spaces, the Hahn-Banach and Banach-Alaoglu theorems. We also build the weak,
weak-star, of bounded convergence and of pointwise convergence topologies. Finally
we investigate the Theorem of Banach-Steinhauss, the Open Mapping Theorem and
the Closed Graph Theorem.

Keywords: topological vector spaces, locally convex spaces, topologies, Hahn-Banach
Theorem, Theorem of Banach-Alaoglu, Theorem of Banach-Steinhauss, Open Mapping
Theorem, Closed Graph Theorem.
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Introducao

Os espagos de Banach, e mais geralmente os espacos normados, possuem duas es-
truturas: uma estrutura linear e a nocao de limite compativel com sua estrutura linear.
Nos cursos de Analise Funcional, o nosso objeto de estudo sao os espacos de Banach,
isso devido a presenca dessas estruturas. Observando essas estruturas a presente dis-
sertacao trata, essencialmente, em estudar os espagos vetoriais que apresentam a nocao
de convergéncia compativel com sua estrutura linear. Chamaremos tais espacos de
espagos vetoriais topologicos.

O objetivo deste trabalho é generalizar alguns resultados da Anélise Funcional em
espacos de Banach para os espacos vetoriais topolégicos. Dividimos nosso trabalho em
trés capitulos e um apéndice.

No Capitulo 1, estudamos os espagos vetoriais topologicos da seguinte forma: Na
secao 1.1, introduzimos o conceito de espacos uniformes e estudamos suas propriedades.
Na secao 1.2, introduzimos o conceito de filtros e a nocao de convergéncia em espacos
topologicos a partir dos filtros. Na secao 1.3, iniciamos o nosso estudo sobre Espacos
Vetoriais Topolégicos. Na secao 1.4, o nosso objeto de estudo sao os subespagos,
o espaco produto, soma direta e o espaco quociente. Na secao 1.5, vamos verificar
como se comportam os espagos vetoriais topoldgicos de dimensao finita. Na secao
1.6, extrapolaremos o conceito de limitacao em espacos normados para oS espacos
vetoriais topologicos. Na secao 1.7, iniciamos um estudo sobre as variedades lineares e
os hiperplanos.

No Capitulo 2, estudamos as propriedades de convexidade nos espagos vetoriais
topologicos da seguinte forma: Na secao 2.1, estudamos as propriedades de convexi-
dade. Na secao 2.2, estudamos as propriedades dos funcionais sublineares, seminormas
e do funcional de Minkowski. Na secao 2.3, estudamos o Teorema de Hahn-Banach
para espacos vetoriais topoldgicos e suas consequéncias. Na secao 2.4, estudamos o
conceito de polar e suas propriedades. Na secao 2.5, estudamos as topologias fraca,
fraca-estrela, da convergéncia limitada e da convergéncia pontual, e vemos a relagao
do conceito de polar com as topologias fraca e fraca-estrela. Na se¢ao 2.6, estudamos

a topologia gerada por uma familia de seminormas e o conceito de espago de Fréchet.



O objetivo do Capitulo 3 é demonstrar o Teorema da Limitacao Uniforme, o Teo-
rema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado. Na secao 3.1, estudamos
os conceitos de espacos tonelados, infratonelados e bornolégicos, e suas propriedades.
Na secao 3.2, estudamos o espaco das transformacgoes lineares continuas e demons-
tramos o Teorema da Limitacao Uniforme. Na secao 3.3 ,introduzimos o conceito de
funcao aproximadamente aberta e demonstramos alguns resultados que auxiliaram na
demonstracao do Teorema da Aplicagao Aberta e do Grafico Fechado.

Finalmente, o Apéndice [A] é dedicado a alguns resultados necessérios para o que
pretendemos fazer nos capitulos 1 e 2. O apéndice A.1 é dedicado aos resultados da
algebra abstrata. O apéndice A.2 trata, essencialmente, de resultados da topologia
geral.

Cada Capitulo ou secao foi fortemente baseado nas seguintes referéncias bibli-
ograficas:

Capitulo 1: Schaefer [3] e Willard [5];

Capitulo 2: Osborne [4];

Capitulo 3: Osborne [4].

Para a Teoria de Topologia geral apresento Lima [2], Willard [5]. Para um estudo
sobre Anélise Funcional em espacos de Banach e uma introdugao sobre espacos vetoriais
topoldgicos apresento Botelho, Pellegrino, Texeira [I].

A literatura brasileira sobre Espacos Vetoriais Topolégicos é escassa. Um obje-
tivo importante desta dissertacao é contribuir para o acervo literario brasileiro, com o

preenchimento dos detalhes das demonstracoes dos principais resultado.



Capitulo 1
Espacos Vetoriais Topoldgicos

Em espacos vetoriais sabemos somar seus elementos e multiplicar por escalares, en-
quanto que em espagos topologicos podemos falar sobre proximidade. Espacos vetoriais
topologicos é a estrutura matemaética na qual tudo isso pode ser feito em um mesmo

ambiente.

1.1 Espacos Uniformes

Seja X um conjunto nao vazio e defina Ax = {(z,z) : x € X}. Caso nao haja
perigo de duvida, denotaremos Ax simplesmente por A.
Se U,V C X x X, definimos

UoV ={(x,y) : existe z € X com (x,z) € Ve (z,y) € U},
U™ ={(y.z): (z,y) € U}.

Definigao 1.1.1. Seja X um conjunto nao vazio. Uma uniformidade em X ¢é uma
colecao D de subconjuntos de X x X, chamados arredores, tais que

(Ul) Se D € D, entao A C D;

(U2) Se Dy, Dy € D, entao Dy N Dy € D

(U3) Se D € D, entao existe £ € D de modo que Eo E C D;

(U4) Se D € D, entao existe E € D tal que E~! C D;

(Us) Se DeDe D C FE,entao E € D.

Quando X possui tal estrutura, dizemos que X é um espago uniforme. A unifor-

midade D é chamada separante, e X ¢ dito separado, se

(1 D=A.

DeD
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Note que, em certo sentido, (U4) é equivalente a
DeD= D'eD. (1.1)

De fato, por (U4), dado D € D, existe E € D tal que E~! C D. Vejamos que E C DL
Com efeito, se (z,y) € E, entao (y,z) € E~'. Logo (y,z) € D e (z,y) € D'
Portanto, por (U5), temos D! € D. Agora, suponha . Nesse caso, se £ = D71,
temos

(z,y) € E7' = (z,y) € (D7) = (y,2) € D™ = (z,y) € D,

o que mostra que E~! C D.
Uma base para uma uniformidade D é qualquer subcolecao A de D tal que para

qualquer D € D, existe A € A tal que A C D.

Exemplo 1.1.1. Para cada € > 0, defina

D.={(z,y): jJr—y|<e} CR xR

A={D.:e>0}.

Assim,
Da={F CRxR:existe A€ A, com AC F}

¢ uma uniformidade em R. Vejamos que as propriedades (U1)-(U5) séo todas vélidas.
(Ul) Como = — x = 0 para todo = € R, temos A C D, para todo £ > 0.
(U2) Dados Fi, Fy € Dy, existem €1, > 0, tais que D, C Fy e D., C F,. Tome
g0 = min{ey, e9}. Assim,
D.,CcD.,ND., CFNE

e portanto I} N Fy € Dy.
(U3) Sejam F' € Dy e D. C F, e considere I = Ds. Mostraremos que Eo I C D..
De fato, se (z,y) € E o E, entao existe z € R de modo que (z,2) € E e (z,y) € E.

Como
€

9 —

€
o=yl =l —2)+(z-y)l sz -zl +]z—yl <5+

concluimos que (z,y) € D..
(U4) Seja F € Dy e seja D. C F. Como D, = D', obtemos D-' C F.
(U5) E imediata.
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Exemplo 1.1.2. Seja (M, d) um espago métrico. Para cada € > 0, defina
D.={(x,y) : d(z,y) <e} C M x M.
Considere
A={D.:e>0}.

Assim,
Dy ={F :existe Ac A, com A C F}

é uma uniformidade em M. Como d(z,x) = 0 para todo x € M, temos A C D, para
todo € > 0. Dados Fi, Fy, € Dy, existem 1,69 > 0 tais que D, C Fy e D., C F.

Tome £y = min{eq, 2}, Assim,
D., C D, ND., CFinNFE,.
Dado € > 0, considere & = Ds. Mostraremos que EoE C D.. De fato, se (x,y) € EoF,

existe z € M de modo que (z,2) € E e (z,y) € E. Como

3

dlx,y) < d@,2) +d(z,y) < S+ 5 =<,

[\]

conclufmos que (z,y) € D.. Se (x,y) € D!

e

entdo (y,z) € D.. Uma vez que

d(x,y) = d(y,x), segue que (z,y) € D.. Logo, D4 é uma uniformidade em M.

Definicao 1.1.2. Uma topologia num conjunto X ¢é uma cole¢ao 7 de subconjuntos
de X, chamados abertos (segundo a topologia) satisfazendo as condigoes:

(T1) X e 0 sao abertos;

(T2) a reuniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto
aberto;

(T2) a intersegao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto

aberto.

Se X ¢é um espaco uniforme, com uniformidade D, defina
Q={G cC X: dado x € G, existe D € D tal que D(z) C G},

onde D(z) ={y : (x,y) € D}. Afirmamos que {2 é uma topologia em X. Com efeito,
0 € Q, por vacuidade. Ademais, X € €, pois como D C X x X para todo D € D,
segue que D(z) C X para todo D € D.

Se G1,Ga,...,G, € €, entao dado x € ﬂ G;, existem Dy, D,, ..., D, € D tais que

i=1
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D;(z) C G; para todo i € {1,2,...,n}. Uma vez que D é uma uniformidade, temos

D= ﬂ D, € D.
i=1
Assim, dado y € D(x), segue que y € D;(z) para todo i € {1,2,...,n}. Logo y € G;
para todo i € {1,2,...,n}. Agora, seja {G) : A € A} uma familia em 2. Dado

x € UG*’ existe A € A tal que z € G, e, como G, € (), existe Dy € D com

AEA
D)\(l') C G)\. Dai,

D)\(.CL’) - U G/\.

AEA
Chamaremos () de topologia gerada pela uniformidade e denotamos esta topologia

por Tp.

Definicao 1.1.3. Sejam X,Y espacos uniformes. Uma fungao f : X — Y é uni-
formemente continua, se para cada V arredor em Y, existe U arredor em X tal
que

(z,y) e U= (f(z), f(y) € V.

Proposicao 1.1.1. Se X, Y sao espagos uniformes e f : X — Y é uma fungao unifor-

memente continua, entao f é continua.

Demonstragao. Dado um aberto W de Y, queremos mostrar que f~(WW) ¢é aberto de
X. Sex € f7Y(W), entao y = f(z) € W, e portanto existe V arredor em Y tal que

V(y) € W. Como f é uniformemente continua, existe U arredor em X, com
(v,w) €U = (f(v), f(w)) € W.
Note que Ax C U, donde segue que
(x,2) e U=z € U(x).
Assim, dado w € U(x), temos
(z,w) € U= (f(2), f(w)) = (y, f(w)) € V= f(w) € V(y) = f(w) e W

e portanto f(U(z)) C W = U(x) C f~H(W). O

Proposicao 1.1.2. Sejam X,Y, Z espagos uniformes. Se f: X - Y eg:Y — Z sao

uniformemente continuas, entao go f : X — Z é uniformemente continua.
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Demonstracao. Dado W arredor em Z, existe V' arredor em Y tal que
(z,w) €V = (9(2), g(w)) € W,

pois g é uniformemente continua. Uma vez que f é uniformemente continua, para este

V', existe U arredor em X tal que

(z,y) € U= (f(x), f(y) € V.

Assim,

(z,y) e U= (f(x), f(y) €V = (9(f(x)),9(f(y))) € W.
0

Definicao 1.1.4. Sejam X,Y espacos uniformes. Dizemos que X,Y sao isomorfos
se existe uma funcao f : X — Y satisfazendo
(I1) f é bijegao;

(I2) f, f~! sdo uniformemente continuas.

Nesse caso dizemos que f é um isomorfismo uniforme.

Definigao 1.1.5. Sejam D;, D, uniformidades em X. Se D; C Ds, dizemos que D; é

mais grosseira do que Ds.

Consideremos Dj, Dy uniformidades em X. Chamaremos X; = (X, D), Xy =
(X, D) e defina i : Xo — X, por i(x) = z. Se D; é mais grosseira do que Dy, entao

dado um arredor V' em Xj, segue que V é arredor em X5, pois Dy C D,. Assim,

(z,y) €V = (i(2),i(y)) = (z,y) € V,

e concluimos que 7 é uniformemente continua.
Reciprocamente, suponhamos que i : Xy — X; é uniformemente continua. Entao

dado um arredor V em X, existe U arredor em X, tal que
(z,y) €U = (i(x),i(y) €V = (z,y) € V.

Dai, U C V, e consequentemente V' € Dy. Portanto, D; C D,.

Definicao 1.1.6. Um conjunto A de subconjuntos de X x X é um sistema funda-

mental de arredores de uma uniformidade em X, se

(S1) Dados Ay, Ay € A, existe Az € A tal que A3 C A; N Ay;
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(S2) Se A € A, entao A C A;
(S3) Se A € A, entao existe B € Acom B C A™!;
(S4) Se A € A, entao existe B € A com Bo B C A.

Afirmamos que
Dip={F CXxX: existe A€ Acom AC F}

¢ uma uniformidade em X. Vejamos que as propriedades (U1)-(U5) sao todas validas.

(Ul) Dado F' € Dy, existe A € A tal que A C F. Como A C A, segue que A C F.

(U2) Dados Fy, Fy € Dy, existem Aj, Ay € A de modo que A; C Fy e Ay C Fo.
Como A é sistema fundamental, existe A3 € A com A3 C A; N Ay. Portanto, A3 C
Fin k.

(U3) Dado D € Dy, existe A € Acom A C D, e como A € A existe B € A tal que
BoB CA. Logo, BoB C D.

(U4) Se F € Dy, entao existe A € A com A C F e, como A € A, existe B € A
com B C A~'. Dai, B C F~!, donde FF~! € D4 sempre que F € D 4.

(U5) Dados F' € Dy e F C E, como F € Dy, existe A € A com A C F. Logo

A C FE e portanto D4 é uma uniformidade em X.

Exemplo 1.1.3. No Exemplo 1.1 vimos que
A={D.:e>0}

satisfaz as propriedades (S1),(S2) e (S4). Agora, note que dado € > 0 tal que (z,y) €
D%, segue que

1) e _
|a:—y|<§:>\y—a:\<§:>(y,x)6D€:>(a:,y)€D51.

Portanto, Dz C D 1. Consequentemente A é um sistema fundamental de arredores.

Proposigao 1.1.3. Sejam X um conjunto e {Y, : @ € A} uma familia de espagos
uniformes. Suponha que para cada a € A exista uma funcao f, : X — Y,. Entao

existe uma uniformidade em X tal que f, é uniformemente continua, para todo a € A.

Demonstragao. Para cada o € A, defina g, : X x X — Y, x Y, dada por g,(z,y) =
(falz), fo(y)). Defina ¥ como o conjunto dos subconjuntos de X x X da forma g *(V,,),
onde o € A e V,, é um arredor em Y,. Considere A o conjunto de todas a intersecoes

finitas
U(Va17 sty VOln) = gojll(val) n...N g;j(van)
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dos subconjuntos de ¥. Afirmamos que A é um sistema fundamental em X. Vejamos
que (S1) é verdadeira. Dados U(Va,, ..., Va,),U(Vs,, ..., V3,), temos

UVars - Vo Vs 3 Vi) = Gay (Ve ) 0.0 g0t (Va,) Mg (Va) N0 gt (V)
CUWVayye ooy V) NU V..., V).

Agora, vejamos que (S2) é verdadeira. Dado (x,x) € Ay, temos

9o (7,2) = (ful(), fa(x)) € Ay,,Va € A.

Portanto,

Ja(Ax) C V,,Va € A eV, arredor em Y,,.

Logo Ax C g;'(V,), para todo @ € A e todo V,, arredor em Y,. Dado V,, arredor em
Y, defina W, = ¢g;'(V,,). Assim, Se (x,y) € W', entao

(y,2) € Wo = ga(y, ) € Vo = (fa(y), falz)) € Vo
= (fal@), fay) € Vo' = (2,y) € 02" (V).
Dado (z,y) € g;' (V. !), segue que

(fa(@), fa)) € Vi = (faW), fa(@)) € Va = (y,7) € Wa = (2,y) € W,

Portanto, W, ! = ¢ 1(V7!). Dado (x,y) € W, 0o W,, existe z € X com (x,2), (2,y) €
W.,,. Dal

9a(@, 2), 9a(2,y) € Vo = (fa(@), fa(2)) € Va, (fa(2), fa(y)) € Va
= (fa(2), fa(y)) € Vao Vo = (z,y) € gt;l(VOC o V).

Portanto,
WaoW, C gy (VaoVy).

Vejamos que (S3) ¢é vélida. Seja
UVars Vo) = g0 (Vo) NN g (Vi)

Entéo, dado (2,y) € U(Vay,---, Vo)™t = (92! (Vo) N ... N g (Va,)) ™!, denotando

10
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novamente W,, = g, *(V,,), temos

(r,y) € Wo, 0.0 W, )t & (y,2) €W, Vic{1,2,...,n}
& (r,y) e WL, Vie{1,2,...,n}
& (z,y) € g;il(V_l),Vz' €{1,2,...,n}.

g

Logo,
UVays - Vo) b =g (Va0 ong LV,

aq

Finalmente, mostraremos a propriedade (S4). Dado U(V,,, ..., V,, ), como V..., V,,
sao arredores em Y,,,...,Y,,, respectivamente, existem F,,,...,E,, arredores em
Yoi, ..., Ya,, respectivamente, com E,, o E,, C V,, para todo i € {1,2,...,n}. Dali,
concluimos que U(E,,,...,E,,) C g ' (E,,) para todo i € {1,2...,n}. Assim, dado
(x,y) EU(Ey, ..., Ey,) 0U(Ey,, ..., E,,), existe z € X com

(x,2),(2,y) EU(Eqy, ..., Ey,).

Dessa forma
(z,2),(2,y) € g2 (Ba,), Vi€ {1,2...,n}

e portanto
(:C7 y) € g;}(Eaz) © gojll (Eal> - g;ZI(Eaz ° Eaz)
Assim,

U(Eays - Eay) 0U(Eays ..., Ea,) C g3 (Bay 0 Eay) N ..M gy (Ea, © Ea,)
CUWVayye oy Var)s

uma vez que g, (Ea, 0 E,,) C g5 (Va,). Portanto, D4 é uma uniformidade em X.
Mostraremos que f, é uniformemente continua. Com efeito, dado o € A, se V,, é um

arredor em Y,, entao U(V,) € D4, donde

(z,y) € U(Va) = (fa(2), faly)) € Vo

A uniformidade D4 da demonstragao anterior serd denotada por U.

Lema 1.1.4. Sejam X um conjunto com uniformidade U, Z com uniformidade D e
{Y, : @ € A} uma familia de espagos uniformes. Suponha que para cada a € A exista

uma fungao f, : X — Y,. Entao uma funcao h : Z — X é uniformemente continua se,

11



1. Espacos Vetoriais Topoldgicos

e somente se, f, o h sao uniformemente continuas, para todo a € A.

Demonstracao. Inicialmente, suponhamos que h é uniformemente continua. Entao
para cada o € A, pela proposicao anterior segue que f, é uniformemente continua.
Dai, f, o h é uniformemente continua, pois é a composicao de fungoes uniformemente
continuas.

Reciprocamente, suponhamos que cada f, o h seja uniformemente continua. Entao
considere U(V,,,...,Va,), € assim para cada 1 < i < n, V,, é um arredor em Y,,.

Como f,, o h é uniformemente continua, existe W; arredor em Z tal que

(2,y) € Wi = (fa; 0 h(T), fa; 0 h(y)) € Vi,

Logo W =W;nN...NnW, é um arredor em Z, de modo que
(z,y) €W = (h(z),h(y)) € ga, Va)) NN g3 (V) =U(Vay, -+, V)

]

Corolario 1.1.5. Seja X um espago com a uniformidade da proposi¢ao anterior. Entao
esta uniformidade é a mais grosseira que torna todas as fungoes f, : X — Y, unifor-

memente continuas.

Demonstracao. Suponhamos que exista D uniformidade em X tal que toda f, seja
uniformemente continua. Queremos mostrar que U C D. Considere i : (X,D) —
(X,U) a fungao identidade. Entao para todo «, temos f,(i(z)) = f.(z), para todo
x € X. Como f, é uniformemente continua, segue que f,oi é uniformemente continua.

Pelo lema anterior ¢ é uniformemente continua. O

De acordo com a proposicao anterior, podemos definir o que é uma uniformidade
em A, com A C X.

Se X é um espaco uniforme, A C X, a uniformidade induzida em A por X é a
uniformidade mais grosseira em A que torna o mergulho candnico 7 : A — X unifor-

memente continuo.

1.2 Filtros

Definicao 1.2.1. Seja X um conjunto nao vazio. Um conjunto F de subconjuntos de

X é chamado de filtro, quando as condig¢oes abaixo sao satisfeitas:

(fl) F#0ed ¢ F;

12
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(f2) Se Fe Fe FC G C X, entao G € F;
(f3) Se F,G € F, entao FNG € F.

Exemplo 1.2.1. Seja X um conjunto nao vazio. Dado A C X, com A # (), considere
F={F:ACF}.

Mostraremos que F é um filtro em X.
(f1) Como A C X, segue que X € F. Além disso, ) ¢ F, pois se (} € F, terfamos
A C 0, o que é absurdo;
(f2) Dados F' € F e G tais que F' C G, como A C F, segue que A C G e dai G € F;
(f3) Sejam F,G € F. Entao AC FFe AC G. Logo, AC FNG.

Exemplo 1.2.2. Seja X um espago topologico. Dado x € X, considere
U, ={V C X :V é vizinhanga de x}.

(f1) Note que X € F, pois X ¢ vizinhanga de z. Ademais, () ¢ F, pois = ¢ 0;

(f2) Dados V € F e G C X tais que V C G. Como V é vizinhanga de z, existe A
aberto em X tal que x € A C V. Portanto, x € A C G. Dali, G é vizinhanca de x;

(f3) Dados U,V € F, segue que U,V sao vizinhangas de z, ou seja, existem A, B
abertos em X satisfazendox €e ACUex e BCV. Assim,z € ANBCUNV e
AN B é aberto. Dai, vemos que UNV € F. Dizemos que F é o filtro de vizinhancgas

de z, e denotamos por U,.

Definigao 1.2.2. Seja X um conjunto nao vazio. Um conjunto B de subconjuntos de
X é chamado base de filtro, se

(bl) B# 0D el ¢ B;

(b2) Se A, B € B, entao existe C' € B de modo que C C AN B.

Assim, o filtro gerado por B é Fg = {F C X : B C F para algum B € B}.

Se Fi, Fs sao filtros em X, dizemos que F; é mais fino que F; se Fo C F;. Um

filtro F é dito fixado se ﬂ F # () e livre se ﬂ F=10.
FeF FeF

Definicao 1.2.3. Um filtro F em um espaco topolégico X converge para algum z € X
quando U, C F, isto é, F é mais fino do que U,. Escrevemos, F — x. Dizemos que

r € X é ponto de acumulacao de F se, para cada F' € F, tem-se = € F.

Definicao 1.2.4. Uma base de filtro B em um espaco topolégico X converge para

algum x € X se dado U € U,, existe B € B de modo que B C U.

13
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Definicao 1.2.5. Uma estrutura de ordem sobre um conjunto X é uma relagao
binaria R, usualmente denotada por <, satisfazendo:

(O1) x < z, para todo = € X

(02) Sex <yey <z entdo x = y;

(03)Sex<yey<z entao z < z.

O par (X, <) é chamado de conjunto ordenado.

Se (X, <) é um conjunto ordenado, um subconjunto A de X é majorado se existe

ag € X tal que a < ag, para todo a € A. Dizemos que aqy é cota superior de A.

Definigao 1.2.6. Seja (X, <) um conjunto ordenado nao vazio. Dizemos que X é

dirigido se todo subconjunto {x,y} de X possui cota superior. Se xy € X, o conjunto
{r e Xz <z}

é dito uma segao de X. Uma familia {y, : &« € A} é chamada familia dirigida se A

é um conjunto dirigido. As se¢oes de uma familia dirigida sao subfamilias da forma

{ya o < Oé}

para todo ag € A.

Sejam X um conjunto e {X, : A € A} uma familia ndo vazia. Se {X, : A € A} é

uma familia dirigida, entao dado Ay € A, defina
BAU = {X)\ : )\ Z )\0}

Agora, considere B = {B,, : A € A}. Mostraremos que B é base de um filtro em X.
Com efeito, B # () e () ¢ B, pois dado X\ € A tem-se X, € By, isto é, By # 0,V € A.
Agora, dados B),, By, € B, temos A\, \; € A. Como A é dirigido, existe \y € A cota
superior de {1, Ao}, isto é, A\g > A\j e Ao > A\a. Seja X, € B),. Entao, A > \g. Logo,
A > A e >N Assim, X, € By, N B,,. Portanto, B é base de um filtro em X.
Dizemos que Fz € o filtro de secao. Chamamos de filtro elementar o filtro de secao
da sequéncia {x,, : n € N} em X.

Seja X um espaco uniforme. Dizemos que um filtro 7 em X é um filtro de Cauchy
se dado V' arredor em X, existe F' € F tal que F' x F C V. Se todo filtro de Cauchy
converge em X, entao X ¢ dito completo.

Uma sequéncia de Cauchy em X é uma sequéncia cujo filtro de segao é um
filtro de Cauchy. Se toda sequéncia de Cauchy converge em X, entao X é dito semi-

completo.
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1.3 Definicoes, Exemplos e Propriedades

Defini¢ao 1.3.1. Seja K um corpo. Dizemos que |-|: K — R é um valor absoluto se
(vl) |A| > 0, para todo A € K
(v2) || = 0 se, e somente se, A = 0;
(v3) [A+ pl < A[+ s
(vd) (A= pl = [A[[l.
Diz-se, entdao, que K munido de um valor absoluto é um corpo valorado. A fungao
(A, ;) = |A — p| é uma métrica em K. O corpo valorado K é chamado nao discreto

se sua topologia é nao discreta.

Definicao 1.3.2. Sejam G um grupo e 7 uma topologia em G. Dizemos que G é um
grupo topolédgico, se

(gl) Gx G — G : (x,y) = xy;

(g2)G—G:x—a!

sao continuas.

Definicao 1.3.3. Sejam L um espaco vetorial sobre um corpo valorado nao discreto K,
(ndo necessariamente comutativo), e 7 uma topologia em L. O par (L,7) é chamado

espago vetorial topoldgico sobre K, ou simplesmente evt, se as aplicagoes

®: LxL — L
(z,y) — x4y

®©: KxXxL — L
A\ z) — Az
sao continuas. Um evt (L, 7) pode ser denotado por L(7), ou simplesmente L se nao

houver possibilidade de duvida.

A topologia de K é induzida pelo valor absoluto e L x L e K X L estarao munidos
com a topologia produto. Note que a aplicacdo & : L x L — L dada por &(z,y) = x—y

¢ continua, pois

S(ry) = z—y
= z+(—1)y
= ®(x,0(—1,79)).

Além disso, L é um grupo topolégico comutativo. Uma vez que L é espaco vetorial

segue que (L, ®) é grupo comutativo. Vejamos que
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fiLxL — L
(z,y) — x4y

g: L — L

r — —X

sao continuas. Como f = @, entao f é continua. Note que g é continua, pois

glz) = —x
= ©(0,2)

¢é continua.

Exemplo 1.3.1. (a) Espagos normados sao espagos vetoriais topoldgicos.

(b) Considere L um espaco vetorial e 7. = {(), L}. Entao

e (0)=0x0,

O @) =0x0
(§]

o NL)=LxL,

O L) =K x L

Portanto, (L,7.) é um espago vetorial topoldgico. Vejamos que este espago nao é
normado no caso em que L # {0}. Suponha que existe uma norma || - || em L que
induza a topologia 7.. Neste caso, por ser um conjunto aberto, a bola aberta B(0;1) =
{z € L:|z| < 1} coincide com () ou com L. Como a origem pertence a bola, segue
que B(0;1) = L. Isso claramente nao pode ocorrer pois espagos normados nao-triviais

nao sao limitados (tome 0 # x € L e observe que o conjunto {az : a € K} é ilimitado).

Definigao 1.3.4. Sejam (Lq, 1) e (Ls, 7o) espagos vetoriais topoldgicos sobre o mesmo
corpo K, onde K é um corpo valorado nao discreto. Dizemos que L; e Ly sao isomorfos
ou topologicamente isomorfos se existe T': L; — Lo, satisfazendo:

(I1) T é bijecao linear;

(I2) T é homeomorfismo.

Neste caso T' é chamado isomorfismo de L, para Ls, ou isomorfismo topologico e

escrevemos Ly ~ Ls.
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Defini¢ao 1.3.5. Seja (X, 7) um espago topolégico. Um conjunto B C 7 é dito uma

base (global) quando para todo U € 7 e todo z € U, existe B € Btal quez € B C U.

Definigao 1.3.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Se z € X, entdo uma base de
vizinhangas B, para z, é uma colegao de subconjuntos de X satisfazendo as condicoes
abaixo:

(a) Toda B € B, é uma vizinhanga de z; isto é, z € int(B);

(b) Se U é vizinhanga de x, entao existe B € B, tal que B C U,

(¢c) Se By, By € B,, entao existe Bs € B, com Bz C By N Bs.

Definigao 1.3.7. Um subconjunto A do espacgo vetorial L é dito:

(a) absorvente se para todo = € L existe Ay > 0 tal que x € AA para todo A € K
com |A| > Ap.

(b) equilibrado se Az € A para todo z € A e todo A € K com |A| < 1; isto é,
AA C A sempre que [\ < 1.

Proposigao 1.3.1. Seja L um espago vetorial topoldgico sobre K, onde K é um corpo
valorado nao discreto. Entao:

(a) Para cada xy € L e cada A\g € K com )y # 0, a fungao f : L — L dada por
f(x) = Aoz + 9 é um homeomorfismo.

(b) Sejam A um subconjunto de L e B uma base do filtro de vizinhangas do 0 € L.

O fecho de A ¢ dado por A = m(A—l—U).

UeB
(c) Sejam A e B subconjuntos de L tal que A é aberto em L. Entao A+ B é aberto

em L.

(d) Sejam A e B subconjuntos fechados de L de modo que todo filtro de A possui
um ponto aderente dele. Entao A 4+ B é fechado em L.

(e) Seja A um subconjunto equilibrado de L. Entdo A é equilibrado, e int(A) é
equilibrado quando 0 € int(A).

Demonstragao. (a)
Mostraremos que f é bijetora. Com efeito, defina g : L — L por g(x) = A\ (x —0).
Entao

fg(x)) :)\0'[/\61(x—xo)]+xo= (x—x0) + 10 =2

9(f(x)) = )\51[()\01‘ + ) — x0) = )\61 - Ao = .

Vejamos que f e g sao continuas. Uma vez que ¢, ® e © sao continuas, segue que
f(.T) = )\01’ + g = @(@()\0,33), Z‘O)
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g(x) = X" (x — w0) = ©(A ", &(x, 20)).

Portanto, f(z) = ®(®(X, 2),70) € g(x) = ®(\;*, ©(x,20)) sdo continuas.

(b)
Considere B = ﬂ A+U. Mostraremos inicialmente que A C B. Por (a) sabemos

Ue u
que dado = € L, toda vizinhanga de x em L é homeomorfa a uma vizinhanca da origem

em L, pois T(y) = y — = é homeomorfismo. Dados z € A e U € U segue que v — U é
vizinhanca de x em L. Entao, (x — U) N A # (), isto é, existe y € (x — U) N A. Logo,
y = x — u, para algum u € U, ou seja, © = y +u € A+ U. Portanto, A C B. Falta
mostrar que B C A. Se b € B e V é vizinhanca de b em L, entdo b — V é vizinhanca
da origem, e consequentemente existe U € U tal que U C b — V. Como b € B, segue

que b € A+ U. Assim, b = a + u, para algum a € A e u € U. Logo,
b—u=a=b-UNA£D=VNA#D.

Portanto, B C A.

()

Como A é aberto e T'(y) = y + x é um homeomorfismo, segue que A + x é aberto e

A+B=|JA+b

beB

¢é aberto em L.

(d)
Devemos mostrar que para cada zo ¢ A + B, existe U vizinhanga da origem em L
de modo que (zg — U) N (A + B) = 0. Note que
ro—u=a+bsrg—a=b+u
ondeu € U,a € A, be B. Assim,

(2o —U)N(A+B)=0< (B4+U)N (xg— A) =0.

Suponhamos, por absurdo, que exista yo ¢ A+ B tal que (B+U) N (yo — A) # ) para
toda vizinhanga U da origem. Escolha uma base de vizinhangas da origem, digamos
U. Considere

C={(B+U)N(y—A):UeclU}.
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Entdo, C £ 0 e ) ¢ C. Sejam (B +U) N (yo — A), (B+ V)N (yo — A) € C. Assim,
[(B+U)N(yo—AIN[(B+V)N(yo— A =[(B+U)N(B+ V)N (yo — A).
Como U,V € U, existe W € U com W C UNV. Logo,
(B+W)N(yo—A) C[(B+U)N(B+ V)N (yo— A).

Assim, C é base de um filtro em yo — A. Dai, C' = {[yo — (B+U)|NA:U € U} é base

de um filtro em A. Como todo filtro em A possui um ponto de acumulagao, segue que o

filtro gerado por C’ tem 2, como ponto de acumulagao. Assim, zy € [yo — (B + U)] N A,
qualquer que seja U € U. Note que

o — (B+U)NAC[yo— (B+U)|NA=[yo— (B+U)|NA

Donde, zg € Ae zg =y — w, com w € B+ U. Chame z; = yg — 29, entao z; € yg — A
e z1 € B+U. Por (b) segue que z; € B+ U + V, para todos U,V € U. Como & é
continua, dado W € U existem U,V € U tal que

BUXV)CW=U+VCW.

Portanto, z; € B+ W, para todo W € U. Por (b) segue que z, € B. Como B é fechado
em L, temos z; € B. De z; € yg— A, tem-se que z; = yy — a, para algum a € A. Logo,
Yo =a+ z € A+ B. Absurdo, pois yo ¢ A+ B.

(e)

Seja A € K com |\ < 1. Entao AA C A. Assim, AMA C A. Como MA = \A,
segue que AA C A, quando |A\| < 1. Se A # 0, entdo \ - int(A) é o interior de \A e,
como AA C A para todo 0 < |A| < 1, segue que \int(A) = int(AA) C int(A), quando
0 < |A] < 1. Por hipétese 0 € int(A), entao 0-a = 0 para todo a € L. Portanto
Aint(A) C int(A), sempre que [\ < 1. O

O exemplo abaixo exibe um conjunto equilibrado com interior nao equilibrado.

Figura 1.1: Gravata Borboleta
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Definicao 1.3.8. Seja 7 uma topologia em um espaco vetorial L. Dizemos que 7 é

invariante por translagoes se toda translagao é um homeomorfismo.

Teorema 1.3.2. Suponha que T € uma topologia em um espaco vetorial L sobre K,
onde K € um corpo valorado nao discreto. Entao (L, T) € um espago vetorial topoldgico
se, e somente se, T € invariante por translacoes e possui uma base de vizinhancas da
origem B, satisfazendo as condi¢oes abaizo:

(a) Para todo V € B, eziste U € B de modo que U +U C V;

(b) Todo V' € B € absorvente e equilibrado;

(¢) Ezxiste A € K, com 0 < |\ <1, tal que V € B= AV € B.

Se K € um corpo valorado arquimediano, a condi¢ao (c) € dispensdvel.

Demonstra¢ao. Suponhamos, inicialmente, que (L, 7) é um espago vetorial topolégico.
Entao, ® é continua. Assim, dada uma vizinhanca W da origem em L, existem U

vizinhanca da origem e € > 0 tais que AU = ©®(A\,U) C W, quando |A| < e. Chame

V= U AU.

|Al<e

Logo, V é vizinhanga da origem. Além disso,

V= |Jwc|Jw=w

IAI<e Al<e

Vejamos que V' é equilibrado. Com efeito, sejam A € K, com |A| < 1ewv € V. Entao,
existe p € K com |u| < eewv € ulU, ou seja, existe w € U tal que v = uw. Note que
[Aul = [N|u| < 1-e=e. Dai,

A = (Ap)w € AuU.

Como |Au| < e, segue que A\ulU C V, e portanto AV C V. Considere B a familia de
todas as vizinhancas equilibradas da origem em L. Entao, B # 0, pois V € B. Sejam

UW € Beuxye L. Entao, se a € K com |a| < 1, temos
aUnW)caUnaW cUNW.

Logo, U N W € B. Dessa forma, vemos que B satisfaz as condi¢oes da Definicao 1.3.5,
e portanto B é base de vizinhancgas da origem.

Para concluir a condi¢ao (b) nos resta mostrar que todo elemento de B é absorvente.
Dai, defina f : K — L pela sentenga f(\) = Axg. Note que f é continua, pois
f(A) = ®(A, zp). Entao, existe § > 0 tal que f(A) € U sempre que |A| < . Assim,
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Azg € U quando |\ < §. Equivalentemente, vemos que zo € pU, quando |u| > %.
Logo, (b) é satisfeita.

Vamos verificar que a condigao (a) é verdadeira. Sabemos que @ é continua e
®(0,0) = 0. Para todo U € B, existem V,IWW € B com &V x W) C U, isto é,
V4+W CU. ParaZ = VNW, existe 2’ € Bcom Z' C Z. Entao Z'+2' C V+W C U.

Verifiquemos que a condigao (c) é valida. Como K é nao discreto, existe o € K
com 0 < |a| < 1. Seja U € B. Entao, aU é vizinhanca da origem. Queremos mostrar
que pu(al) C aU, sempre que |u| < 1. Podemos escrever p = ala™!, com |\ < 1.
Entao, |u| = |A] < 1. Dado v € U, segue que

plav) = (pa)v = (arata)v = a(\wv).

Logo, Av € V| pois V' é equilibrado. Assim, pu(aV') C aV. Da Proposigao 1.6.(a) segue
que 7 ¢ invariante por translagoes.

Reciprocamente, suponha que 7 é invariante por translacoes e L possui uma base
de vizinhangas da origem, satisfazendo as propriedades de (a) até (c), digamos B.
Queremos mostrar que @ e ® sado continuas. Se xy € L, entao {zo+V : V € B} é
base de vizinhancas de xy. Com efeito, {xg+V : V € B} # 0. Sejam zo+ U,xo+V €
{zo+V :V € B}. Escolha W € Bcom W C UNV; temos

1’0+WC$0+(UHV)C(ZL’Q—FV)H(QS()—FW).

Seja Z vizinhanga de g em L. Entao, Z —x é vizinhanga da origem, pois 7 é invariante
por translacoes. Escolha U € B com U C Z — xy, isto é, xg + U C Z. Mostraremos
que @ é continua. Dada uma vizinhanca W de z¢ + yo em L, segue que W — (x¢ + 4o)

é vizinhanca da origem. Assim, existe V' € B com
V CW — (29 + ), ou ainda, (xg+1yo) +V C W.

Escolha U € B de modo que U +U C V. Sex —xg € U ey —yy € U, segue que

=29+ uy ey =yo+ vg, com ugy,vy € U. Dal,
z+y = (xo + uo) + (Yo + vo) = (o + Yo) + (w0 + vo) € (zo + o) + U + U.
Como U +U CV, temos ®(z,y) =x+y € (xg + yo) + V C W, ou seja,
(o +U)+(yo+U) CW.
Portanto, & é continua.
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Vejamos que ® ¢é continua. Fixe \g € K e xy € L e seja V € B. Por (a), existe
UeBtal que U+ U C V. Por (b), U é absorvente, ou seja, existe 6 > 0 satisfazendo
xo € aU, sempre que |of > %. Equivalentemente, azy € U, quando |a| < §. Logo, se
A — Ao| < & segue que (A — A\g)xg € U. Se K é nao arquimediano, entao por (c) existe
f € K com 0 < || < 1. Entao, |5|™ — 0 quando n — oo. Dali, |5|™" — oo, isto §é,
dado A > 0 existe ng € N tal que

n>ng=|g]" > A.

Fazendo A = |\o| + 0, existird ng € N de modo que |5|™" > |\o| +, se n > ng. Defina
W = B™U. Note que W € B, pois SU € B implica que 32U € B, e prosseguindo dessa
forma teremos W = g™U € B. Se x — ¢y € W, entao x — o = [™u, para algum

u € U. Note que |B|" < m. Como | — A\o| < 6, segue que

A< Ao + A = Ao| < |Ao] + 0.

Logo,
1

A8 < (A ) — =1

Como U é equilibrado, temos
Az —x0) = (A™)u e U.
Se |A—Xo| <0 exexy+ W, entao
Az = Aoxo + (A — No)zo + AT — 20) € oo + U + U.

Como U + U C V, temos A\x € \gxg + V. Portanto, ® é continua.

Finalmente, suponhamos que K é um corpo valorado arquimediano. Entao, existe
2 € K com |2x| > 1. Donde, |2k|" — oo. Assim, existe nyg € N de modo que
m, se n > ng. Escolha Z; € B tal que Z; + Z; C U. Para Z;, escolha
Zoy € Becom Zy+ Zy C 7y, € assim Zy + Zoy + Zoy + Zy C U. Prosseguindo dessa forma,

12k |" >

encontraremos W7 € B com Wy + Wi + ...+ W; C U, com uma quantidade 2™ de
Wi’s (2 € N). Se v € 222W, entao

v=22w=w+w+...+w
onde os w’s aparecem 2" vezes. Portanto,

2nKOW1CW1+W1+...+W1CU.
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Mostraremos que 2" é equilibrado. De fato, dados [A| < 1 e v € Wy, segue que
NXPw=ANw+w+...+w) = w+Iw+...+w.

Como Wj é equilibrado, segue que Aw € Wi, ou seja, \w = v, para algum v € Wj.
Logo,
XRw=v+v+...+v=2L0

e dai A2%w € 22W;. Chame W = 22W,; € B. Se x — xp € W, entao x — zy = 230u,

para algum u € Wi. Como |\ — \g| < 6, segue que
AL < Aol + [A = Ao| < [Ao] +6.

Assim,

1
A% < (|Xo] +0) - =1

Sendo U é equilibrado, vemos que
ANz —x0) = (A22)u e U.
Se |A—Xo| <0 exexy+ W, entao
Ax = Aoxo + (A — No)zo + AT — 20) € Moo + U + U

e como U + U C V, segue-se A\x € \gxg + V. Portanto, ©® é continua. O

Corolario 1.3.3. Sejam L um espaco vetorial sobre um corpo valorado nao discreto
K. Se B é uma base de filtro em L com as propriedades de (a) até (c¢) do Teorema
1.3.2 e todo elemento de B contém a origem, entao B é uma base de vizinhangas da

origem para uma unica topologia 7 tal que (L, 7) é um evt sobre K.

Demonstracao. Defina
T={G C L: paratodo x € G, existe V € Bcom x +V C G}.

Note que () € 7, por vacuidade. Além disso, L € 7. Para cada x € L, escolha V € B.
Entdo x + V C L. Logo, L € 7. Sejam {G, : A € A} uma familia em 7. Dado

x € U G, existe )\ tal que z € G,. Entao, existe V' € B com
AEA

l‘—f—VCG)\O.

23



1. Espacos Vetoriais Topoldgicos

Logo,

r+V G
A€A

n
Sejam Gy, ...,G, € 7. Entao, dado z € ﬂ G, segue-se que para cada i existe V; € B
i=1

tal que = + V; C G;. Como B é base de filtro, existe W € B com W C n V;. Logo,
i=1

i=1 i=1
Portanto, 7 é uma topologia em L.
Vejamos que T : L — L, dada por T(x) = x + z¢ é um homeomorfismo. Dado
G € 7, temos

yeT Q) yt+reGeyclG—

e como Yy + xg € G, segue que existe V € B tal que
(y+z0)+VCG=y+VCG—-ay=y+V T YG) =G — .

Portanto T' é continua. De maneira andloga, vemos que 7! é continua.

Para finalizar, mostraremos que se ) é uma topologia invariante por translagoes em
L tal que B é base de vizinhangas da origem e (L, 2) é um evt, entdao 2 = 7. Sejam
VeQexeV. Entao V — x é vizinhanga da origem. Logo existe U € B tal que
UCV —uxz esegue que z + U C V. Portanto V € 7. Dados U € B e como 2 é
invariante por translagoes, segue que x + int(U) € Q. Entdo, se V € 7, tem-se que

para cada v € V, existe U, € B de modo que v + int(U,) C V. Dali,

V=J@+int(U,)).

veV

Logo, V € Q. O

Exemplo 1.3.2. Sejam A um conjunto nao vazio e K um corpo valorado nao discreto.

Considere

KA={f:A— K: féfuncio }.

Sejam f,g € K4 e a € K. Defina (f + g)(z) = f(z) + g(z) e (af)(z) = af(x). Com
essas operacoes K é um espaco vetorial sobre K. Sejam H C A, com card(H) < oo
e € > 0. Defina

Vie=A{f:|f(zx)| <esex € H}

>
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e considere
B={Vy.:e>0, HC A com card(H) < co}.

Vejamos que B é um filtro tal que todo elemento contém a origem e satisfaz as

condigoes de (a) até (¢) do Teorema 1.3.2 pois, se x € H, temos
0(z) =0=|0(z)| =0=|0(z)| =0 < e.
Sejam Vi, 1 Vi, ey € B. Fazendo € = min{ey,e2} > 0 e H = Hy N Hy, segue que
Ve C Vi ey N Vg o

Portanto, B é um filtro de vizinhancas da origem.
Mostraremos que B satisfaz a condigao (a). Com efeito, note que Vi s +Vpg s C V.

De fato, dado f+ g € V= + Vi =, segue que

|f(z)+g(x)] < [flo)]+]9(z)],Vz e H
£ g
< 54‘5
< e

Verifiquemos que todo V' € B é equilibrado. Para [A\| < 1e f € Vy., temos
Af(@)] = A[f(@) <1-e=e.

Entao, Vg . é equilibrado. Mostraremos que V. é absorvente. Com efeito, dado
f € KM\{0}, existe x € H com f(x) # 0. Chame r = maz{|f(z)| : x € H} > 0. Se
|A| < £, entdo

Af@)] = IF@)] < =r =e.

Portanto, f € pVi., sempre que |u| > %, e isso conclui a verificacao de (b). Para
mostrar que a condigao (¢) é valida, mostraremos que existe A € K com 0 < [A\| < 1
tal que A\Vy . € B, para todo V.. Como K é ndo discreto, existe A com 0 < |A| < 1.
Dado g € A\Vy, existe f € V. tal que g = A\f. Dessa forma, se x € H, entao

lg(x)| = [Mf(@)] = [A[- [f(2)] < |A] - e
Logo, AV C Vi |ale. Agora, sejam g € Vi .. ¢ * € H. Entao,

lg(@)] <A -e = [ATlg(a)| <e.
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Assim,

AN lg e V.= g€ \Vy..

Do Coroléario 1.3.3, existe 7 topologia em K“ que torna K“ um espaco vetorial to-

poldgico.

Exemplo 1.3.3. Sejam K um corpo valorado nao discreto e K[t] o anel de polinomios
flt] = >, ant™ com indeterminada t. Dados f[t] = Y a,t™, g[t] = >, But" € K[t] e
A€ K, defina (f + g)[t] = >, (a, + Bn)t" e (Af)[t] =D, (Aay,)t". Com as operagoes
definidas anteriormente, sabemos que K[t] é um espaco vetorial. Fixe r € R, com

0 <r <1. Para cada £ > 0 defina

V. = {Zant” : Z|Ozn|r < 5}.

Como |0|" = 0, segue que 0 € V.. Considere
B={V.:e>0}.

Vejamos que B é um filtro tal que todo seus elementos contém a origem e satisfaz
as condigoes do Teorema 1.3.2. Sejam V_,,V., € B e, sem perda de generalidade,

suponhamos que £ < g5. Assim,

Zantneval = Z|an|r§51
n n
= > ol <&
n

= > ant" €V,

e portanto V;, =V, NV,,.
Verifiquemos que (a) é verdadeira, ou seja, mostraremos que Ve + Ve C Vo Se

Do nt™, D, Bat™ € Ve, entdo

dlan+ 8" < D lanl ) 1Bl

< 5+g
- 2 2
< e
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Mostraremos que a condi¢ao (b) é vélida. Para [A| <1e ) o,t" € V,, segue que

Do Paal” = Yl
n 1'6 n

< e

IA

Logo, V. é equilibrado. Seja ) a,t" € K[t e chame s = ) |a,|". Dai, se |A\| < (£)r,

S
£
> Pl =AY e < —s=c

n n

entao

Portanto, A - > a,t" € V.. Dessa forma, ) o,t" € pV. sempre que |u| > (f)%,
mostrando que V. é absorvente.
S6 nos resta mostrar que a condigao (c) é verdadeira. Como K ¢é nao discreto, existe

Acom 0 < |A < 1. Se g € AV, existe > a,t" € V. tal que g = A\ > «,t"™. Dali,

Do =AY Jann S A e

n n

Logo, AV. C Vjyre. Agora, seja y at™ € Viyr... Entao

Slaal 2= St = S Jaul <
n n

n

Assim,
At Zant" € V., ou ainda ,Zant” e \V..
n n

Do Corolario 1.3.3, existe 7 topologia em K[t] que torna K[t] um espago vetorial

topoldgico.

Proposicao 1.3.4. Sejam um evt L e x € L. Entao toda vizinhanca de x contém uma

vizinhanca fechada de x.

Demonstracao. Agora mostraremos que qualquer vizinhanga da origem contém uma
vizinhanga fechada da origem. Seja U vizinhanca da origem em L. Entao existe V
vizinhanca da origem em L com V +V C U. Verifiquemos que V C U. Com efeito,
dado y € V, segue que y — V ¢ vizinhanca de y em L. Assim, (y — V)NV # 0, e
portanto existe z € (y — V)N V. Como z € y — V, segue que z = y — v, para algum
veV.Dal,y=z2+v €V 4V, pois z € V. Dessa forma,

VcV+VcU.
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Dada uma vizinhanca W de z em L, segue que W — x é vizinhanca da origem.

Entdo, W — & contém uma vizinhanca fechada da origem, digamos V. Assim,
VcW—-z=2+VCW.

]

Definicao 1.3.9. Seja um espaco vetorial L sobre o corpo K. Uma uniformidade em
L é chamada invariante por translagGes se possui uma base R tal que (z,y) € N é

equivalente a (z + z,y + z) € N para todo z € L e todo N € R.

Teorema 1.3.5. A topologia de qualquer espago vetorial topoldgico pode ser obtida de

uma unica uniformidade invariante por translacoes.

Demonstra¢ao. Sejam (L, 7T) um evt e B a base de vizinhangas da origem fornecida

pelo Teorema 1.3.2. Para cada V € B defina
Ny ={(z,y) 2 —y eV}

e tome

R:{NVVEB}

Entao R # (). Afirmamos que R é base para uma uniformidade em L. Com efeito,
dados Ny,, Ny, € R e como Vy,V; € B, existe W € B tal que

W cvinvs.
Assim, se (z,y) € Ny, temos
r—yeWcvVinl,

e consequentemente
Ny C Ny, N Ny,

Como z —x =0 € V, para todo V € B, segue que A;, C Ny. Dado V € B, existe
U € B satisfazendo U + U C V. Seja (z,y) € Ny o Ny. Entéo, existe z € L tal que

(x,2),(z,y) € Ny.

Assim,

r—z,z2—yelU
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e dai

r—y=(x—2)+(z—y) eU+UCV.

Portanto, Ny o Ny C Ny.. Note que

Nyt ={(y,2) : (x,9) € Ny} = {(y,2) :x —y € V}

e, com isso, se V' é vizinhanca da origem, entao —V ¢é vizinhanca da origem, e assim
existe W € B de modo que
W c -V.

Se (z,y) € Ny, entdo y —x € W. Assim, y —x € —V e consequentemente x —y € V,
pois x —y = —(y — x). Portanto,

Ny' C Ny = Ny C N;L

Percebe-se que R é um sistema fundamental de arredores em L, e portanto R é base
da uniformidade em L. Chame D a uniformidade gerada por R.
Verifiquemos que R é invariante por translagoes. De fato, se (x,y) € Ny e z € L,

entao

r—y=(z+2) (= +y).

Assim,

r—yeVe(z+z)—(z+y) eVe(vt+2),(z4+y) eV

Logo, (z,y) € Ny < (z+ 2,2+ y) € Ny.

Finalmente, mostraremos que 7 = €2, onde ) é a topologia gerada pela uniformidade
D. Sejam W € 7 e x € W. Entao, existe V € B tal que x +V C W. Escolha U € B
com U C —V e vejamos que Ny (z) C W. De fato,

y € Ny(r) = (z,y) € Ny

= x—yelUcC-V.

Comoy=z—(z—y)€x+V C W, segue que 7 C Q. Dados W € Q e x € W, existe
Ny(z) € W. Vejamos que x — U C W. De fato,

yex—U = JvwelU:y=x—v

= rx—y=veUl.

Assim, (z,y) € Ny, e portanto z — U C W. Logo, Q C 7.
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Falta provar que D é a unica uniformidade em L. Se D; é outra uniformidade em L

com as propriedades enunciadas, considere R; base de D; invariante por translacoes.
Para cada M € R, defina

Uv={r—y:(v,y) € M}.
Como (z,z) € M, para todo M € Ry, segue que 0 =z — x € Up;. Afirmamos que
A= {UM M e Rl}

é base de vizinhancas da origem. De fato, se V' vizinhanca da origem, entao —V ¢é
vizinhanga da origem e existe M € R; tal que M(0) C —V. Seja (z,y) € M e como
R1 é invariante por translagoes, segue que (0,y — z) € M e, portanto, y — z € M(0).
Assim, y — z € —V. Logo,

z—yeV=UycCV

Dados Uy, Uy € A, existe Z € Ry tal que Z C M N N. Se x —y € Uy, entao
(z,y) € Z = (z,y) € M e (z,y) € N.

Logo, x —y € Uy NUy.

Verifiquemos que D; = D. Com efeito, se M € D;, entao existe V' € B de modo
que V C Uyp. Assim, Ny C M e portanto, M € D. Se Ny € D, existe Uy; € A com
Uy C V. Assim, M C Ny e seque que Ny € D;. O

Suponhamos que L é um evt. Dado A C L nao vazio, segue que A possui uma
uniformidade induzida por L. Sendo assim A é completo se, e somente se, todo filtro
de Cauchy em A converge para um elemento de A. E A é semi-completo se toda

sequeéncia de Cauchy em A converge para um elemento de A.

Afirmacao 1.3.1. Um filtro F em A é um filtro de Cauchy se, e somente se, para

toda vizinhanca V' da origem em L, existe F' € F tal que F'— F C V.

Demonstracao. Inicialmente, suponhamos que F é um filtro de Cauchy em A. Consi-
dere B a base de vizinhangas da origem em L com as propriedades de (a) até (c) do
Teorema 1.3.2. Dada uma vizinhanca V' da origem em L, existe U € B tal que U C V.
Como F ¢é filtro de Cauchy, existe F' € F de modo que F' X F' C Ny. Seu—v € FF—F,
entao

(u,v) € Ny = u—veUl.
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Portanto,
F—-—FCU.

Agora, suponhamos que toda vizinhanca V' da origem em L é tal que existe F' € F
satisfazendo F' — F' C V, onde F é um filtro em A. E suficiente mostrar que dado Ny,

existe F' € F com F' x F' C Ny. Por hipétese, dado V' € B, existe F' € F com
F—-FCV.
Se (z,y) € F x F, entao
r—yeF—-FCV=(z,y) € Ny.

Portanto, F é um filtro de Cauchy em A. O

Afirmacao 1.3.2. Uma sequéncia {z,, : n € N} C A é de Cauchy se, e somente se,
para toda vizinhanca V' da origem em L, existe ng € N tal que z,, — z, € V, quando

m,n > ng.

Demonstragao. (x,) é uma sequéncia de Cauchy em A se, e somente se,
F={B,:neN}

é um filtro de Cauchy, onde B, = {x, : r > n}. Assim, F é um filtro de Cauchy em A

se, e somente se, para toda vizinhanca V' da origem em L, existe B,, tal que
B,-B,CV

isto é

{z, =z :r)l>n}CV
para algum n € N. O]

Afirmacao 1.3.3. Um evt L é Hausdorff se, e somente se, L é um espago uniforme

separado.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a topologia de L é Hausdorff. Considere D a unifor-

midade em L fornecida pela Teorema 1.3.5. Como

ALCHD,

DeD
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s6 nos resta mostrar que

ﬂDCAL.

DeD
Com efeito, dado (z,y) € NpepD, por absurdo, vamos supor que x # y. FEntao,
existem U,V vizinhancas de x,y, respectivamente, tais que U NV = (). Além disso,

existem D¢, Dy € D de modo que
Dy(x) C U e Dy(y) C V.
Se z € Dy(x), entdo z € U. Mais ainda,
2 ¢V = z2¢ Dy(y).

Note que y € D;(x), pois

(z,y) € ﬂ D.

DeD
Entao,
(.T, y) S Dl‘

Logo,
y € Di(z) =y ¢ Da(y)

e como D1 (x)NDs(y) = 0, segue que (y,y) ¢ Dy e isso configura um absurdo. Portanto,

x=y.
Reciprocamente, suponhamos que L é separado. Entao,

A = ﬂD.

DeD

Verifiquemos que a topologia de L é Hausdorff. Se x # y, entao

(e.y) ¢ () D.

DeD

isto é, existe D € D, com (z,y) ¢ D. Como D € D, existe E € D tal que Eo E C D.
Fazendo W = E N E~!, temos

WeDeWoW CD.

Se z € W(z) N W(y), entdo (z,z2),(y,z) € W e segue que (z,y) € W. Como
(x,2),(z,y) € W, tem-se (z,y) € W oW. Logo, (z,y) € D. Absurdo, pois x # y.
Portanto, W (z) N W (y) = 0. O
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Afirmacao 1.3.4. L é separado se, e somente se, para qualquer ¢ base de vizinhancas

da origem em L tem-se que

(U ={0}.

veu
Demonstracao. Inicialmente, suponhamos que L é separado. Dados U base de vizi-

nhanga da origem e

ye [ U\{0}.

Ueu
Como L é separado, segue que L é um espaco de Hausdorff. Entao, existem U,V
vizinhancas de y, 0, respectivamente, tais que U NV = (). Como V ¢ vizinhanca da
origem, existe W € U de modo que W C V. Assim, y € W e portanto y € V', o que é
um absurdo. Logo, y = 0.
Reciprocamente, suponhamos que para qualquer U base de vizinhangas da origem

em L tem-se que

(U = {o}.

veu

Considere B a base de vizinhancas da origem fornecida pelo Teorema 1.3.2. Se

(z,y) € [ D,

DeD

onde D é a uniformidade em L fornecida pelo Teorema 1.3.5, entao (x,y) € Ny, para
todo V € B. Dal,
r—y eV, paratodo V € B.

Logo,

r—ye (|V={0}

veB
e portanto,

r—y=0=>z=y.

1.4 Subespaco, Espaco Produto, Soma Direta e Espaco

Quociente

Definicao 1.4.1. Seja L um espago vetorial sobre K. Dizemos que M C L é um
subespaco vetorial, ou simplesmente subespaco se

(S1) M # 0;

(S2) M + M C M,
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(S3) KM C M.

Neste caso escrevemos M < L.

Sejam (L,7) é um evt e M é um subespaco vetorial de L. Vamos definir em M
uma topologia que tornard & : M x M — M e ® : K x M — M fungdes continua.
Com efeito, defina

mw ={UNM:Ue€r}.

Verifiquemos que @ é continua. Se U aberto de L, entao U N M é aberto de M.

Como @ : L x L — L é continua, segue que &(U)~! é aberto em L x L. Assim,

o (UNM) = YU)yna (M)

-
o N U)N (M x M).

Portanto, &@~1(U N M) é aberto em M x M.
Mostraremos que ® : K x L — L é continua. Para o mesmo U definido acima,

segue que ®1(U) é aberto em K x L. Assim,

o NUNM) = YU)yne M)

o
o HU)N (K x M).

Logo, ®H(UN M) é aberto em K x M, e portanto M é um espaco vetorial topolégico
com a topologia induzida por L. Chamaremos M de subespaco vetorial topolégico,
ou subespago topologico.

Seja {Ls : @ € A} uma familia de espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K. Entao,
L =], La é um espaco vetorial sobre K com &(x,y) = (Ta+a¥a) € O(N\, ) = (Aaz4a),
onde z = (24),y = (o) € Le A € K.

Afirmamos que se (L, T,) sdo espagos vetoriais topolégicos, entdao L é um espago
vetorial topologico com a topologia produto. De fato, como cada +, : Lo, X Lo — Lg

¢é continua e

(Pa © EB)(:C, y) = Pa(@<x7y)) = Pa(xa Ta ya) =Tq *a Ya = +a(xa>ya)a

onde P, : L — L, é a projecao, segue que P, o @ é continua. Dessa forma, @ é
continua. De maneira analoga, vemos que ® ¢é continua. Logo, L é um espaco vetorial

topoldgico com a topologia produto.

Proposicao 1.4.1. Suponha que (L,7) é um espaco vetorial topolégico e M é um

subespaco topoldgico de L. Entdo, M é um subespaco vetorial topolégico.
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Demonstracao. Da hipdtese que M é subespaco, segue que M + M C M. Note que
®~ (M) é fechado em L x L, pois M é fechado em L e @ é continua. Como M C M,
segue que M x M C @ '(M). Assim, M x M C @ '(M). Aplicando @ em M x M,
temos M + M C M.

Vejamos que KM C M. De fato, como M é um subespaco de L e M C M segue-
se K x M C @ YM). Sendo ®*(M) é fechado e K x M C K x M, segue que
K -M C M. Logo, M é um subespaco vetorial de L, e portanto M é um evt com a
topologia induzida por L. O

Definicao 1.4.2. Sejam L um espaco vetorial e M; subespagos vetoriais de L com
1=1,...,n tais que
(S1) L =My + My + ...+ My;
(S2) M; N (Z M;) = {0}, para todo i =1,...,n.
J#
Entao, L é chamado soma direta algébrica dos subespagos M;.

Da definicao acima segue que todo elemento de L se escreve de maneira tinica como

combinagao linear de elementos de M;’s, ou seja, dado = € L, existem unicos x; € M;

n
i=1

Defina u; : L — M;, por u;(x) = x; e chamemos u; a projegao de L em M;. Note

satisfazendo

que

ui(uj(z)) = wi(z;) = djui(z), ou seja, u; ou; = d;ju;.

Além disso,
Zuz(x) = sz == Zuz =1.
i=1 i=1 i=1

onde [ : L — L representa a aplicacao identidade.

Verifiquemos que u; sao aplicacoes abertas. Com efeito, defina
N;={z € L: uizx)=0}.
Dados GG um aberto em L e z € (G, temos
ui(x) = ui(z 4+ 0) € w; (G + N;).
Se x +y € G+ N;, entao
wi(x 4+ y) = ui(x) + ui(y) = ui(x) € u(Q).
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Logo, u;(G) = u;(G + N;).
Vejamos que u;(G + N;) = (G + N;) N M;. De fato, se z € (G + N;) N M;, entao
r=u+vondeu € Geve N, Assim,

ui(u+v) =u(x) =x

e consequentemente = € u;(G + N;). Dado z € u;(G + N;), existem z € G ey € N;

tais que z = u;(x + y). Assim,
e dai

e portanto

Z—JZGNZ:>Z€.T+NZ:>ZE(G—FNZ)mMZ

Sendo G é aberto em L, segue que G + N; é aberto em L. Logo, u;(G) é aberto em M,;.
Defina

Da Algebra Linear, segue que ¥ é um isomorfismo algébrico. Além disso,
V(X1 .. ) =1+ 2o+ .+ 2y = D(x, D(T2, ..., B(Tp_1,T4)))

e portanto ¢ é continua. Se ¥ é um isomorfismo topolégico, dizemos que L é soma
direta topoldgica, ou simplesmente soma direta. Denotaremos por L = M, & ... ®
M,,.

Proposigcao 1.4.2. Seja L um espaco vetorial topoldgico. Suponha que L é soma
direta algébrica de n subespacos M;. Entao L = M, @ ... ® M, se, e somente se, cada

projecao u; for continua.

Demonstragao. Inicialmente, suponhamos que L = M; & ... & M,. Entao, ¥ é um

homeomorfismo e

Y L — ﬁMZ-
=1

¢é continua e

) =0 O ) = (w1, ) = (w(2), . un(2),

Como [ M; é um evt com a topologia produto, segue que cada fun¢ao coordenada de
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1~! é continua. Consequentemente, cada u; é continua.
Reciprocamente, suponhamos que cada projecao u; seja continua. Como 1! (z) =
(uy(z), ..., u,(x)), segue que 1~ é continua, e portanto ¢ é um isomorfismo topolégico.
m

Um subespago N do espacgo vetorial topoldgico L tal que L = M & N é chamado
de suplementar topolégico ou complementar topolégico para M.

Sejam (L, 7) um evt sobre o corpo K e M um subespago de L. Dados z,y € L,
usaremos a notagao xr ~ y para representar x —y € M. Novamente da Algebra
Linear, sabemos que ~ é uma relacao de equivaléncia e, para cada x € L, temos a
classe de equivaléncia ¥ = x + M. Ademais, L/M é um espago vetorial sobre K, com
T =atyerT=A 1.

Defina
o: L — L/M

~

T — x.

Chamamos ® de aplicagao natural e vejamos que ® é sobrejetiva. Com efeito, dado
y € L/M, existe x € L tal que z = y +m, onde m € M. Entao, ®&(z) = 7.

Agora, vamos definir em L/M uma topologia que o torne um evt. Para isso defina
7={Uc L/M:® " (U) ¢ aberto em L}.

Mostraremos que L/M possui uma base de vizinhancas da origem B satisfazendo as
propriedades do Teorema 1.3.2 e que 7 é invariante por translagoes. Dado Uc L/M,

segue que U = U 7. Se U ¢ aberto em L/M, entao ®~1(U) é aberto em L e
zeU

o Y(U) = o '(|J@)

~

Como ®(U) = (U + M) = U, segue que os abertos de L/M sao conjuntos ®(U) tais
que U + M é aberto em L. Note que, se V aberto em L, entao V + M é aberto em L.
Portanto, ®(V') é aberto em L/M, e percebe-se que ¢ é uma aplicagdo aberta.
Considere B uma base de vizinhancas da origem do evt L, fornecida pelo Teorema
1.3.2 e defina
B={®(V):V e B}.
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Como V é vizinhanga da origem, segue que ®(1') é uma vizinhanca da origem em L/M.
Dado V € B, existe U € B com U + U C V. Assim,

U +U) C (V)= &)+ dU) C d(V).

Verifiquemos que ®(V') é absorvente e equilibrado, para todo V' € B. De fato, dado
y € L/M, escolha y € L representante de y. Se V' € B, entao existe 6 > 0 de modo
que y € AV, sempre que |A| > 0. Dessa forma, se || > 4§, entao

7=0(y) € DA\V) =7 € \p(V).

Vamos verificar que ®(V') é equilibrado. Sejam [A| < 1 e gy € ®(V), ou seja, existe
veV comy= d(v). Assim,

Ay=A-P(v) =P\ 0).

Como |[A| < 1lewv €V, segue que A-v € V, isto é, A-v = w, para algum w € V. Logo,
Ay =0(w) e d(V). A partir do Teorema 1.3.2, existe 0 < [A\g| < 1 tal que \gV € B,
para todo V € B. Dado, V € B, temos

A®(V) = d(\V).

Como NV € B, segue que \g®(V) € B, para todo ®(V') € B.

Vejamos que a topologia de L/M é invariante por translagoes. Dado y € L/M,
defina T : L/M — L/M, por T(Z) = T + y. Entao, T é uma fungao bijetora, pois
T-1(Z) =7 — 7y é a inversa de T. Para mostrar que 7" é um homeomorfismo, basta
mostrar que 7,71 sao aplicacoes abertas. Com efeito, sejam W aberto em L/M e
Z € T(/W) =7+ W, Entao, z = y + 7, para algum T € W. Como 7 € /W, existe U
aberto em L/M de modo que 7 € Ucw. Dal,

—

T=g+zei+UCT+W.

Logo, T é uma aplicacao aberta. De maneira analoga, vemos que 7~! ¢ uma aplicacao
aberta. Portanto, B ¢é base de vizinhancas do 0 satisfazendo as condicoes do Teorema

1.7. Consequentemente, (L/M,T) é um espago vetorial topoldgico.

Proposigao 1.4.3. Sejam L um evt e M um subespago de L. Entao L/M é um espago

de Hausdorff se, e somente se, M é fechado em L.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que L/M é um espago de Hausdorff. Entao,
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todo subconjunto finito de L/M é fechado. Em particular, {0} é fechado em L/M.
Como ®~1(0) = M e & é continua, segue que M é fechado.

Reciprocamente, suponhamos que M é fechado. Queremos mostrar que L/M é um
espaco de Hausdorff. Dado 7 # 0, existe z € L tal que T = O(x)ex ¢ M. Como M é
fechado em L, concluimos que M€ é aberto em L e x € M¢. Como ® é uma aplicagao
aberta, segue que ®(M¢) é aberto em L/M e T € ®(M¢). Note que 0 ¢ ®(M®).
Caso contrério, existiria y € M¢ com ®(y) =y = 0, ou seja, y = y — 0 € M. Logo,
M N M # 0, o que é absurdo. Pela Proposicao 1.3.4, existe W aberto em L/M tal
quez € W CW C ®(M¢). Assim,

W é aberto em L/M, 0 W e WNW* = 0.

Agora, dados T # § e fazendo 2 = T — 7, temos 2 # 0. Logo, existem U,V abertos em
L/M taisque € U,0€VeUNV =0. Assim, Z€§+U e§ €+ V. Vejamos que
(y+U)N(y+V) =0. De fato, se w € (y+U)N(y+V), terlamos & = §+ v, = y+ s,

onde v; € U e 1y € V, e portanto
Z//\‘i‘%}\l :@/J\—Fi)\z :>€}\1 :@\2.
Logo, U NV # (), o que é absurdo, pois U NV = {). O

Sejam L um espago vetorial, M, N subespacos de L com L = M+N e MNN = {0}.
Para cada © € L/M escolha um representante € N, e defina v : L/M — N da
seguinte forma v(Z) = x. Vejamos que v estd bem definida, isto é, se T = ¥ queremos

mostrar que v(Z) = v(y). Assim,

Como z,y € N, segue que z —y € M NN e entao x —y = 0, pois M NN = {0}, e
consequentemente xr = y.

Agora, mostraremos que v é um isomorfismo. Por construgao vemos que v é sobre-
jetora, e como

V(@) =vly)=r=y=>7T=7
segue que v ¢ injetora

Proposicao 1.4.4. Sejam L um evt e M, N subespacos de L, com L = M + N. Entao,
L ¢é soma direta topolégica de M, N se, e somente se, a aplicacao v definida acima é

um isomorfismo topolégico.
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Demonstragao. Seja u a projecao de L em N e ® a aplicagao natural de L em L/M.
Vejamos que

u=uvo®.

De fato, dado x € L, temos x = m + n, para algum m € M en € N. Assim,
O(z) = P(m+n) = ¢(n) =n. Logo, v(P(z)) =v(n) =n =u(m+n) = u(x).
Suponhamos inicialmente que L = M & N. Entao, u é continua e ¢ é uma aplicacao
aberta. Se V um aberto em N, entao ®(u~*(V)) é um aberto de L/ M. Por outro lado,
v (V) = ®(u"!(V)), e portanto v é continua.
Sabemos que u é aplicagao aberta e ® é continua. Entao, dado V' aberto em L/M,
segue que ®~1(V) é aberto em L e u(®~!(V)) é aberto em N. Logo, v(V) = u(®~(V))

1 ¢ continua. Portanto, v é um isomorfismo

é aberto em N, e consequentemente v~
topoldgico.

Agora, suponhamos que v é um isomorfismo topolégico. Entao, v é continua. Como
u = v o P, segue que u é continua. Considere w a projecao de L em M, e assim
I: L — L, definida por I(z) =z é tal que I = w + u. Como I, u sdo continuas, segue

que w = I —u é continua. Portanto, L = M & N. O]

1.5 Espacos vetoriais topoldgicos de dimensao fi-
nita

Por dimensao de um espaco vetorial topologico L sobre K, entenderemos como
a dimensao algébrica de L sobre K, isto é, a cardinalidade de qualquer subconjunto
maximal e linearmente independente de L. Tais conjuntos chamaremos de base, ou
base de Hamel, de L. Denotaremos por K o evt de dimensao 1 obtido considerando

K o espaco vetorial sobre ele mesmo.

Proposicao 1.5.1. Sejam L, Ly espacos vetoriais topologicos e f : L; — Lo isomor-

fismo. Entao, f é continua se, e somente se, f é continua na origem

Demonstracao. Se f é continua, entdao f é continua na origem. Agora, suponhamos que
f é continua na origem. Sejam W vizinhanga em Lo e z € f~1(W). Entao, W — f(z)

¢ vizinhanca da origem em Ly. Logo, existe U vizinhanga da origem em L; tal que
fO)ycwW—fx)= fle)+ fU)CcW= flx+U)CW.

Como x + U é vizinhanga de z em Ly, segue que
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]

Proposigao 1.5.2. Todo evt Hausdorff L sobre K com dimensao 1 é topologicamente

isomorfo a K.

Demonstra¢ao. Dado xy € L, com xg # 0, segue que L = [zo]. Assim, para todo
x € L, existe A € K tal que x = - xy. Defina f : Ky — L pela sentenga f(A) = X - xo.
Note que f é continua, pois f(\) = @(\, zg). Agora, defina g : L = [x9] — Ky, por
g(A-x9) = A. Dali,

9(FN) = g(A- 20) = A (12)

flg(A-20)) = f(A) = A~ o. (1.3)

De (1.2) e (1.3), segue que g é a inversa de f.

Verifiquemos que g é continua na origem. Dado & > 0, escolha ¢ tal que 0 < § <
min{e, 1}. Como K é nao discreto, existe Ay tal que 0 < |A\g| < 0. Sendo L Hausdorf,
existe V' vizinhanga equilibrada da origem em L de modo que \g-z9 ¢ V. Sewv € V,
entdo v = a - x9. Afirmamos que |a| < 0, pois caso existisse ay € Ky, com |ag| > 6 e

Qg - g € V, terfamos |ay'| < 671, Assim,
|/\(]Oéal‘ <6 Sl =1.

Como ag - xg € V e V é equilibrado, segue que \g - ¢ = Aoy, 1(a0 - x9) € V. Absurdo,

pois Ao - g ¢ V, e consequentemente se « - g € V', tem-se |a| < §. Portanto,
f(v) - (_57 5) C (_576)'

Logo, g é continua na origem. O]

Teorema 1.5.3. Seja K um corpo completo. Todo evt Hausdorff L sobre K, de di-

mensao n € topologicamente isomorfo a K.

Demonstracao. Quando n = 1, o resultado foi demonstrado na proposi¢ao anterior.
Suponhamos que para n — 1, todo evt Hausdorff sobre K de dimensao n — 1 é isomorfo
topologicamente a K{ . Provaremos que todo evt Hausdorff L sobre K de dimensdo
n é topologicamente isomorfo a K. Considere {zi,...,z,} C L uma base e faga
M = [x1,...,2y-1] ¢ N = [z,]. Entdo, L = M + N. Da hipétese de indugao M é
topologicamente isomorfo a KSL_I. Como Ky é completo, segue que Kgb_l é completo,
e consequentemente M é completo. Sendo L Hausdorff e M completo, segue que M ¢é

fechado, e portanto L/M é Hausdorff. Note que dado x € L, tem-se x = m + X - z,,
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com m € M. Assim,
O(z) =P(m+ N-x,) =X P(zy,).

Logo, L/M = [®(x,)] = [z,], e portanto a dimensao de L/M é 1. Pela Proposicao
1.5.2, segue que L/M ¢é topologicamente isomorfo a Ky, ou seja, existe f : L/M — K
isomorfismo topoldgico, dada por f(a - z,) = a. Como L é Hausdorff, segue que N
¢ Hausdorff com dimensao 1. Pela Proposicao 1.5.2, N é topologicamente isomorfo a
Ky, isto é, existe g : Ky — N, dada por g(\) = Az, isomorfismo topoldgico.

Agora, vamos verificar que v : L/M — N, definida por v(Z) = x é um isomorfismo
topoldgico. Dado Z € L/M, existe u € Koy com T = i - T,. Assim, v(Z) = p - x,,. Por
outro lado,

9(f@) = g(f(p-7n)) = g(p) = p- s

Logo, v = g o f. Entao, v é um isomorfismo topoldgico. Pela Proposicao 1.3.4, segue
que L = M & N, ou seja, ¢ : M x N —- M & N é um isomorfismo topoldgico. Por
hipétese de indugdo, segue que M é topologicamente isomorfo a K ~', isto é, existe
h: K~' — M isomorfismo topolégico. Entdo, ¢ : K~ x Ky — M x N, definida por
q(\, 1) = (h()), g(p)) é isomorfismo topolégico. Logo, got: Kf ' x Ko — M @ N ¢é

isomorfismo topolégico, e portanto L é topologicamente isomorfo a K. O

Proposigao 1.5.4. Seja um evt L sobre K, com K completo. Se M, N sao subespagos
de L com M fechado e dimensao de N finita, entao M + N é fechado.

Demonstra¢ao. Como M é fechado, pela Proposigao 1.3 segue que L/M é evt Haus-
dorff, e considere ® : L — L/M a aplicacao natural. Como N possui dimensao
finita, segue que a dimensao de ®(N) é um inteiro positivo n. Pelo Teorema 1.5.3,
segue que ®(N) é topologicamente isomorfo a K, e entao ®(N) é completo. Sendo
L/M Hausdorff e ®(N) completo, concluimos que ®(N) é fechado em L/M. Logo,
¢ 1(®(N)) =M+ N. ]

Proposigao 1.5.5. Sejam K um corpo completo, N um evt Hausdorff sobre K com

dimensao finita e L um evt sobre K. Entao, toda aplicacao linear de N em L é continua.

Demonstra¢ao. Afirmamos que toda transformacao linear 7' : K} — L, é continua. De

fato,

T(A, Aoy o3 A) = T(A,0,...,0)+T(0,X,0,...,0)+...+7(0,0,...,\,)
= A -T(1,0,...,0) + Xy - 7(0,1,0,...,0) + ...+ X, - 7(0,0,...,1).

Fazendo y; = T'(1,0,...,0),yo = 7(0,1,0,...,0),...,y, = 7(0,0,...,1) e como pode-
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mos escrever

TA A2, A) = M-+ X+ o4+ X un
= @(Q()\lv y1)7 69(@()\27 y2)7 ER @(Q()\nfla ynfl)v ®(>\n7 yn))))7

segue que T é continua.

Agora, suponhamos que N = {0} e T : N — L é uma transformagao linear. Entao,
T = 0 continua. Agora, vamos considerar N # {0} com dimensao n. Pelo Teorema
1.5.3, segue que N é topologicamente isomorfo a K, e portanto existe f : N — K|
isomorfismo topolégico. Seja T : N — L uma transformacdo linear e definamos T =
To f~! aplicagao de K}' em L. Entao, T é linear. Pela afirmacao anterior 7' é continua.

Portanto, T =T o f é continua, pois f é continua. O

Dizemos que a codimensao de um subespago M de um espago vetorial L é a
dimensao de L/ M. Um conjunto N é dito suplementar algébrico de M se L = M+N

é soma direta algébrica.

Proposicao 1.5.6. Sejam L um evt sobre K, onde K é completo e M um subespago
de L fechado com codimensao finita. Entao, L = M @& N para todo subespago N

suplementar algébrico de M.

Demonstra¢ao. Como M é fechado, segue que L/M é Hausdorff. Sendo a codimensao
de M finita, a dimensao de L/M é um inteiro positivo n. Seja N subespago de L com
L =M + N e considere v : L/M — N, dada por v(Z) = x. Pela Proposigao 1.5.5,
segue que v é continua. Considere u a projecao de L sobre N, e assim u = v o P,
resultado demonstrado na Proposicao 1.4.4. Logo, u é continua. Como I = u + w,
onde [ ¢é a aplicagao identidade e w é a projecao de L sobre M, segue que w =1 —u é

continua. Portanto, L = M & N. O

Definicao 1.5.1. Seja X um espaco topoldgico, dizemos que X é localmente com-

pacto se todo x € X, possui uma vizinhanca compacta de x.

Teorema 1.5.7. Sejam K um corpo completo, L # {0} um evt sobre K, localmente

compacto e Hausdorff. Entao, K € localmente compacto e L tem dimensao finita.

Demonstracao. Mostraremos inicialmente que K é localmente compacto. Como L #
{0}, existe M subespago de L com dimensao 1 e pela Proposi¢ao 1.5.2, M é topo-
logicamente isomorfo a Ky, e consequentemente M é completo. Sendo L Hausdorff,
segue que M é fechado em L. Dado x € M e por L ser localmente compacto, existe
C vizinhanga compacta de x em L. Dai, M N C é fechado em C, e portanto M NC é

compacto. Logo, M é localmente compacto.
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Dado x € M\{0}, definamos f : M — Ky, por f(A-z) = A. Entao, f é isomorfismo
topoldgico de M sobre Kj. Se u € Ky, entao existe C' vizinhanca compacta de p-x em
M. Como f é homeomorfismo, segue que f(C) é vizinhanga compacta de p em K.
Portanto, K ¢ localmente compacto.

Agora, vamos mostrar que L possui dimensao finita. Sendo L é localmente com-
pacto, existe C' vizinhanga compacta da origem em L. Entao, existe V vizinhanca
fechada e equilibrada da origem em L de modo que V C C. Como V é fechado e C' é
compacta, seque que V' é compacta e, portanto V' é vizinhanca equilibrada e compacta
da origem em L. Considere (\,) uma sequéncia em K\{0}, com A, — 0. Mostraremos

que B = {\,V : n € N} é base de vizinhangas da origem em L. Por construgao, vemos

que B#0el ¢ B.
Afirmagao 1.5.1. Se |a| < |5] e £ é um conjunto equilibrado em L, entdo oF C SE.

Demonstracao da afirmacgao 1.5.1:

Se |a| < ||, entao |87 -al < 1. Dado v € aF, existe u € F com v = - u. Assim,
flv= (1) uekE pois |7 al <1. Dai, 37'v = w, com w € E. Portanto,
vepP-wepE.

Agora, vamos dar continuagao a demonstracao do teorema. Pela afirmacao acima,
dados \,V, A,V € B, tem-se que A,V N \,,V =aV,onde a =\, oua=A\,.

Seja U vizinhanca da origem em L e escolha W vizinhanca equilibrada da origem

em L satisfazendo W + W C U. Entao,

VC U (x+W).
zeV

Como V' é compacto, existem z1, xs, ...z, € V de modo que V C U}, (z; + W). Para
cada i € {1,2,...,n}, defina f; : K +— L por f;(\) = A-z;. Entao cada f; é continua.
Como W é vizinhanga da origem, para cada i existem §; > 0 tais que f;(\) € W se
|A| < 9;. Faca 6 = min{1,dy,02,...,d,} > 0 e escolha A € K\{0} tal que |\| < 4. Logo
fi(A) € W, para todo i. Como A, — 0, existe ny € N tal que |\,,| < |A|, e portanto
AngV C AV

Dado w € AV, existe v € V com w = A-v. Como v € V, existe i € {1,2,...,n} tal
que v € z; + W. Entao, v = z; + u, para algum u € W e w = X\ - z; + X - u. Portanto,

w € Azy + AW C | J(Az; + AW).

=1
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Como |A| <6 <1, segue que Az; € W e AW C W. Assim,

AV CAV C | + AW) C W + W C U.
i=1
Logo, B ¢é base de vizinhancas da origem em L.
Finalmente, vamos mostrar que L possui dimensao finita. Escolha p € K com
0<|pl < % Como V ¢ vizinhanca da origem, segue que pV é vizinhanca da origem

em L. Entao,

V C U(y+pV).

yeVv

Sendo V' compacto, existem yi,...,y, € V tal que V C U(yz + pV). Seja M o

menor subespago de L que contém {yi,...,y,}. Afirmamos oilzlé M = L. Por absurdo,
suponhamos que M C L. Entao, existe w € L com w ¢ M. Como a dimensao de M é
finita e L é Hausdorff, segue que M ¢é fechado em L. Logo, M€ é aberto em L, isto é,
existe V' vizinhanga de w em L satisfazendo V' N M¢. Como B é base de vizinhangas,
existe ng € N tal que w+ \,,V C V', ou seja, (w + A\, V) N M = 0.

Defina f : K — L, por f(A) = A(y; — w). Sendo f continua e V' vizinhanga da
origem, existe u € K com f(u~') € V,isto é, ' - (y; — w) € V. Dessa forma, existe
u € V satisfazendo p~" - (y; — w) = u. Logo,

P —w) =S —w = u =y = wA
Portanto, y; € w + uV, e consequentemente (w + uV) N M # (. Agora, considere
B =if{|p: (w+pV)NM#0} e como (w+ A\, V)N M =, temos 0 < |\,,] < 5.
Uma vez que ( é a maior cota inferior de {|u| : (w + pV) N M # 0}, existe ug € K
com [ < |up| < %, e assim (w + poV) N M # (). Logo, existe y = w + pov € M, com
veV. ComoV C LJ(yZ + pV'), existe ig tal que v € y;, + pV/, e portanto v = y;, + pu,

i=1
com u € V. Assim,

Y =W+ fiov = W+ foYi, + Hopu = 2 =Y — HoYi, = W+ popu = 2 € (w4 popV) N M
consequentemente 3 < |uop|. Por outro lado,
3-5

3-5 1
R
2 27 4 <h

\op| = o] - |p] <

absurdo. Portanto, M = L. O
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1.6 Conjuntos Limitados

Definicao 1.6.1. Um subconjunto A do evt L é chamado limitado quando para toda

vizinhanca U da origem em L, existe A € K tal que A C \U.

Suponhamos que A C L é limitado, e pelo Teorema 1.3.2 sabemos que as vizi-
nhancas equilibradas da origem em L formam uma base de vizinhanca da origem.
Assim, dada uma vizinhanca U da origem, existe uma vizinhanca equilibrada V da
origem com V C U. Sendo A limitado, existe A\g € K tal que A C \gV. Seja A € K
tal que [A] > |Xo|. Entao, |]A7! - Ag| < 1. Assim,

aceA = ae )V
= a= )\-v, para algumv € V
= Alia=(A"1 X)) v

Como [A71- \g] <1, segue que A™' - a € V, e portanto
ANliaeU=ae ),

sempre que |[A| > |X\g|. Agora, suponhamos que dada uma vizinhanca U da origem,
existe 6 > 0 tal que A C AU, para todo A € K com |\ > 4. Assim, dada uma
vizinhanga U da origem, basta tomar A\ € K com || > J, e consequentemente

A C \U. Portanto, A é limitado.

Definicao 1.6.2. Um subconjunto B do evt L é chamado totalmente limitado se
para toda vizinhanca da origem U em L, existe um subconjunto finito By de B com
B C By+U.

Proposicao 1.6.1. Todo conjunto finito é limitado.

Demonstracao. O () é limitado, pois ) C U para todo U subconjunto de L.

Seja {a} C L e defina f(A\) = A-a. Entao, f é continua. Dada uma vizinhanca U
da origem, existe § > 0 tal que A-a = f(A) € U, sempre que [A| < 4. Assim, se || > 3
tem-se a € uU e, portanto {a} é limitado.

Agora, Considere um conjunto finito C' = {ay,...,a,}. Seja uma vizinhanca V
equilibrada da origem. Entao, existem \; € K tais que {a;} C \;V. Escolha Ay € K
de forma que |Ao| = max{A,..., A\, }. Assim, {a;} C AV, para todo i. Logo, C' C
AoV O

Proposicao 1.6.2. Seja um evt L sobre K. Se A, B C L sao limitados, entao sao

também limitados em L:
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(a) Todo subconjunto de A;
(b) A;
(¢) AUB, A+ B e AA, para todo \ € K.

Além disso, todo conjunto totalmente limitado é limitado.

Demonstragao. (a)
Sejam C' C A e uma vizinhanca U da origem. Entao, existe \g € K com A C \U.
Assim, C' C \U.

(b)
Dada uma vizinhanca V' da origem em L, existe U vizinhanca fechada e equilibrada

da origem com U C V. Para U, existe \y tal que A C A\gU. Dali,
A C AU = MU = AU C V-

Portanto, A é limitado.

()
Vamos mostrar que A U B é limitado. Dada uma vizinhanca equilibrada V' da

origem em L, existem A, A\ € K de modo que
AcC MV eBCM\V.
Escolha \g € K tal que |[A\g| = max{|A1],|A\2|}. Assim,
AUB C (MV)U(AV) C (AV)U (NV) C AV

Vamos mostrar que A + B é limitado. Dada uma vizinhanca V' da origem em L,
existe U vizinhanca equilibrada da origem com U +U C V. Entao, existem A, Ay € K
tais que

AcC MU e B C MU

Escolha \g € K, tal que |A\o| = max{|\|, |A2|}. Assim,
A+ B C MU+ XU C XU+ XU C AV

Vamos mostrar que AA é limitado, para todo A € K. Seja uma vizinhanca V' da

origem em L. Entao, existe A\ € K com A C \{V. Fazendo \g = A - A\, temos
AC/\1V:>)\AC>\')\1V:)\QV

Finalmente, vamos concluir a proposicao. Dada uma vizinhanca V' da origem em
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L, existe U vizinhancga equilibrada da origem com U + U C V. Para U existe Ay C A
finito com A C Ag+U. Como Ay é finito, existe \g € K com |\g| > 1 tal que Ag C A\U.

Sendo U é equilibrado, segue que
AC X U4+U=ACXNU+U)C V.

Portanto, A é limitado.
O

Proposicao 1.6.3. Seja L um evt Hausdorff sobre K. Se A, B sao subconjuntos de L
compactos, entao AU B, A+ B e MA, para todo A € K sao compactos.

Demonstracao. Dada uma colecao de abertos A tais que AU B C Uye4V, temos
Como A e B sao compactos, existem Ag, A; C A finitos com

Ac |JVeBc |JV=4uBc |V
VeAy VeA veB

onde B = Ay U A;. Entao, B é finito e cobre AU B.
Como A x B é compacto e (A x B) = A+ B, segue que A + B é compacto.
Para A\ € K fixo, tem-se que {A} é compacto. Assim, {\} x A é compacto, e como

O} x A) = A\A, segue que AA é compacto. O

Teorema 1.6.4. Um subconjunto A de um evt L € limitado se, e somente se, para
toda sequéncia (\,) C K com X\, — 0 e toda sequéncia (x,) C A tem-se X\, - x, — 0

em L.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que A é limitado. Dada uma vizinhanca U
equilibrada da origem, existe p # 0 com A C pU, isto é, u=*A C U. Sejam (\,) C K
tal que A, — 0 e (x,) C A. Como A, — 0, existe ng € N tal que |\,| < |u7![, se
n > ng. Assim, |\, - p| <1, se n > ng. Como z, € A, segue que u~ ' -z, € U, ou seja,

existe u,, € U de modo que p~ ' - x, = u,. Assim,
M@= (N ) (" ) = (A p)un € U

para n > ng. Portanto A, -z, — 0.
Reciprocamente, suponhamos que A C L é tal que toda sequéncia (A,) C K com
An — 0 e toda sequéncia (z,) C A satisfazem A\, - x,, — 0. Por absurdo, vamos supor

que A nao ¢ limitado. Entao, existe U vizinhanca da origem em L tal que para todo
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A € K tem-se A ¢ \U. Para cada n € N, escolha 3, € K tal que |3,] > n e existe
r, € A\B,U. Note que 3, -z, ¢ U, para todo n. Caso existisse ng com /3501 Ty €U,
terfamos ,,, € B,,U, o que é absurdo, pois x,, ¢ B,,U. Sendo |5, > n, segue que
18,1 < +. Logo 8, — 0. Por hipétese, existe n; tal que se n > ny tem-se 5,2, — 0
em L, ou seja,

gtx, €U = x, € B,U,
contradizendo o fato de que x,, ¢ (3,U. Portanto, A é limitado. O
Proposicao 1.6.5. Sejam {L, : a € A} uma familia de evt e L = [[,L,. Um

subconjunto B de L ¢ limitado se, e somente se, B C [[, B,, onde B, sao limitados

em L,.

Demonstracao. Suponhamos inicialmente que B é limitado em L. Como a projecao
P, : L — L, é continua, entao P,(B) é limitado em L,. Chame B, = P,(B) e
mostraremos que B C [], B,. De fato,

(bo) € B= b, € Py(B) = b, € B,.

Logo,
(ba) € [[ B = B c [ Bo.

Reciprocamente, suponhamos que B C [[, Ba, onde B, sao limitados em L,. Seja
V' uma vizinhanga bésica e equilibrada da origem em L. Entdo, V = [], U,, onde
Uy # Lo se a € B = {f1,...,0n}. Assim, para cada (;, existe \; com Bs, C \Usg,.
Escolha A € K com || > max{1, |\i|,...,| |} €, como |A| > |\, segue que Bg, C
AUg,. Sendo |A| > 1, tem-se que B, C AU, para a ¢ (. Logo,

BC[[Ba= B[ Na=A]]Ua=V.

1.7 Variedades Lineares e Hiperplanos

Se L é um espago vetorial. Uma variedade linear, (ou subespago afim), em L
¢ um subconjunto que é a translacao de um subespaco M de L, isto é, um conjunto F

da forma xy + M, para algum xy € L.

Afirmagao 1.7.1. Sejam x+ M e y+ N duas variedades lineares. Entao x+M = y+ N
se, e somente se, M = Ney—x € M.
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Demonstracao. Inicialmente, suponhamos que z+M = y+N. Entaoy = y+0 € y+ N
e, portanto y € = + M, ou seja, y —x € M. Verifiquemos que N = M. De fato, se
z € N, entao

y+zex+M=ze—-(y—x)+MCM+McCM.

Logo N C M. De maneira analoga, vemos que M C N.

Reciprocamente, se M = N e y —x € M, segue que
(y—x)+ N=M=y+N=x+ M.

]

Duas variedades lineares xy + M,z + N sao ditas paralelas se M C N ou N C
M. A dimensao de uma variedade linear é a dimensao do subespaco que foi

transladado. Um hiperplano em L é um subespaco afim, préprio e maximal de L.
Proposicao 1.7.1. Se xg + M é um hiperplano, entao a codimensao de M é 1.

Demonstracao. Como xy + M é um hiperplano, segue que para toda variedade linear

F com xg + M C F, tem-se
ro+ M =FouF = L.

De xg + M # L, temos M # L, ou seja, existe v € L e v ¢ M. Defina N = [M,v].
Assim,
o+ M C zo+ N.

Como M # N, segue que xg+ N = L e, consequentemente N = L. Agora, dado w € L,

existem u € M e a € K tais que w = u + a - v. Logo,

o —

W=u+a-v=u+a-0v=a-0.

Portanto, L/M = [v]. O

Sejam xg + M, x; + N hiperplanos. Entao, xq + M, x; + N paralelos se, e somente
se, M = N. De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que M C N. Entao,
2o+ M C x9+ N. Como xy+ M é hiperplano, segue que

ro+ M =29+ Nouzxg+ N =1L
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Assim,
M =N ouN = L. (1.4)

Como 1 + N é hiperplano, 1 + N # L, tem-se
N # L. (1.5)

De (1.4) e (1.5), segue que M = N.
Agora, suponhamos que M = N. Entao, M C N, e portanto xo + M, z, + N sao

paralelos.

Definicao 1.7.1. Seja L um espaco vetorial sobre K. Dizemos que f : L — K é um

funcional linear a direita, se

(f1) flz +y) = f(z) + f(y), Yo,y € L;
(f2) f(A-x) =X f(z),Y € K eVx € L.

Denotaremos o dual algébrico de L, por L*, isto é, o conjunto de todos funcionais

lineares a direita de L.

Proposicao 1.7.2. Um subconjunto H de L ¢ um hiperplano se, e somente se, H =
{z € L: f(x) = a} para algum a € K e algum f € L* nao nulo. Além disso, f e «

sao determinados, por H com um fator comum S € K tal que 5 # 0.

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar que
H={xelL: f(x)=a}

com f € L*\{0}, é um hiperplano. Como f é nao nulo, existe zy tal que f(zo) = a.
Além disso, f~1(0) # L, pois g ¢ f~1(0). Considere M = f~'(0) e perceba que
M # 0, pois

f(0)=f(0-0)=0-f(0) =0.

Vejamos que M é um subespago de L. Com efeito, dados z,y € M e A € K, temos

fl@+X-y)=fl@)+fA-y) =fl@)+A-fly) =0+0=0.

Logo, v+ \-y € M.

51



1. Espacos Vetoriais Topoldgicos

Agora, mostraremos que H = xq + M. De fato, se y € H, entao

yeH & f(y)=a
& f(y) = f(zo)
(
(

(I

Finalmente, vamos verificar que H é Maximal. Seja y + N uma variedade linear com
H Cy+NeH#y+N. Entao, xg € y+ N, e portanto zo—y € N. Note que M C N,

pois se v € M, entao
ro+veEry+M=x0+vEY+ N.
Assim, para algum n € N, temos
ro+v=y+n=>v=—(rg—y)+neN.

Portanto, M C N, e como H # y + N, segue que M # N. Dessa forma, existe v € N
e f(v) #0. Dado u € L, defina w =u — (f(u) - f(v)™)-v. Assim,

Logo, w € M. Como M C N, segue que w € N. Consequentemente,
u=w-+ (f(u) flv)™")-veN.

Portanto, N = L, e assim y + N = L.

Reciprocamente, suponhamos que H é um hiperplano, isto é, existem x € L e M
subespago de L tais que H =x+ M e x + M # L. Como x + M é hiperplano, segue
que a dimensao de L/M é 1, e portanto existe g : L/M — Kj isomorfismo algébrico.
Defina f = go®, onde ® ¢ a aplicacao natural. Logo, f é um funcional linear a direita.

Note que f é ndo nula, pois existe v € L tal que ®(v) £ 0. Entdo,

9(®(v)) # 0.
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Chame a = f(x) e vejamos que H = Hy, onde Hy = {u € L : f(u) = a}. Assim,

ueEH & u=x+4+m, comme M

& flu) = flz)+ f(m)
f(u) = f(x) + g(®(m))

fu) = f(z)

$+mEH1

(O

UGHl

Portanto, H = {u € L: f(u) = a}.
Se {z : fi(x) = a1} é outra representacio de H, entdo M = f;'(0) e f; = g1 0 ®,
onde ¢g; : L/M +— Ky é um isomorfismo algébrico. Seja u € L/M nao nulo e definamos

v =g(u)"'-u. Entao, g(v) = 1. Chame 8 = ¢,(v) e, dado = € L, temos

filz) = q1(2(x))

= gi(c-v)
= ¢

Proposicao 1.7.3. Um hiperplano H em um evt L é fechado ou denso em L.

Demonstragdo. Para verificar que H é fechado ou denso em L. Basta mostrar que H
¢ uma variedade linear. Como H é variedade linear, existem x € L e M subespaco
de L com H = x + M. Sendo M ¢é fechado em L, segue = + M é fechado em L e
t+MCax+M. Assim,z+M Cax+ M =H. Sey € x + M, entdo y € F, para todo
F fechado em L com x + M C F. Seja G fechado em L com M C G. Entao, x + G é
fechadoem Lex+ M C z+ G. Logo, y € x + G, isto é, y — x € G. Pela definigao
de fecho, tem-se y — x € M e, consequentemente, y € x + M. Portanto, H=x+M$é
variedade linear. Como H C H, segue que H = H ou H = L. O

Proposigao 1.7.4. Seja H = {z : f(z) = a} um hiperplano em um evt L. Entao H

é fechado se, e somente se, f é continua.
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Demonstragdo. Inicialmente, suponhamos que f é continua. Como H = f~!(«), segue
que H é fechado em L. Agora, suponhamos que H = H e escrevendo H = zg + M
com M = f71(0) e f(zy) = «, temos

To+ M=x0+M=x0+M=2x0+M= M=M= f1(0)= f1(0).

Logo, L/M = L/f~'(0) é um evt Hausdorff. Como H é hiperplano, segue a codimensao
de M é 1, ou seja, a dimensao de L/M é 1. Dessa forma, existe ¥ : L/M — K,
isomorfismo topoldgico, e consequentemente W o & = f - 5. Assim, f(v) = [(V o D) -
B (v) = ©(¥(P(v)), 371) é continua. O
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Capitulo 2
Espacos Localmente Convexos

Este capitulo é dedicado ao estudo dos espagos vetoriais topologicos localmente con-
vexos. Estudaremos alguns resultados importantes como o Teorema de Hahn-Banach
e o Teorema de Banach-Alaoglu.

Para as proximas se¢oes vamos considerar que o corpo seja R.

2.1 Convexidade

Seja L um espago vetorial sobre R, e dados a,b € L defina

(a,b) ={ta+ (1 —t)b:t € (0,1)}
[a,b] = {ta+ (1 —¢t)b:t € [0,1]}.

Definigao 2.1.1. Seja L um espaco vetorial sobre R. Dizemos que A C L é convexo

se para todos a,b € A temos (a,b) C A.

O exemplo abaixo mostra dois conjuntos em que o primeiro é convexo e o segundo

nao é.
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Note que, em certo sentindo, a Definicao 2.1.1 é equivalente a
Va,b € A= [a,b] C A. (2.1)

De fato, pela Definigao 2.1.1, dados a,b € A, temos (a,b) C A. Assim, [a,b] C A.
Agora, suponhamos (2.1)). Como (a,b) C [a,b], segue que (a,b) C A.

Além disso, a Definicao 2.1.1 é equivalente a
tA+ (1—t)A C A, YVt e [0,1]. (2.2)

De fato, consideremos a Defini¢ao 2.1.1, dados a,b € A e t € [0, 1], temos ta + (1 —
t)b € [a, b], e segue que

ta+(1—t)hbe A—>tA+(1—-t)AC A.
Agora, suponhamos (2.2)). Se a,b € A, entdo v € [a, b] é da forma
ta+ (1 —t)b, para algum ¢ € [0, 1]

e segue que v € tA+ (1 —t)A C A. Logo, A é convexo.

Proposigao 2.1.1. Sejam L um espago vetorial sobre R e A C L. Entao A é convexo

se, e somente se, x + A é convexo, para qualquer x € L.

Demonstra¢ao. Suponhamos inicialmente que A é convexo e vejamos que para z € L

fixado, x + A é convexo. De fato, dados a,b € A, temos
tlx+a)+(1—t)(z+b)=te+tat+az—tr+(1—t)b=x+ta+ (1 —1t)b.

Para t € [0, 1], segue que ta+ (1 —t)b € A. Logo, [ +a,x +b] C x + A.
Reciprocamente, suponhamos que =z + A é convexo, para qualquer z € L. Em

particular, para r = 0. Assim,
A=0+A4A

e como 0+ A é convexo, segue que A é convexo. n

Proposicao 2.1.2. Sejam L um evt e A C L convexo. Se x € int(A) e y € A, entdo
(x,y) Cint(A).

Demonstragao. Fixe t € (0,1) e mostraremos que tx + (1 — t)y € int(A). Perceba que

as seguintes situacoes podem ocorrer:
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(a) tz+ (1 —t)y =0;
(b) tz + (1 —t)y # 0.
Suponhamos que ocorra (a). Entdo, y = %a: e chamemos o = 1_—_tt < 0. Defina o

homeomorfismo
T: L - L

zZ — Qz.

Sendo y € A, x € int(A) e y = ax, segue que T(int(A)) é aberto e y € T(int(A)).
Assim, T(int(A)) N A # (0, ou seja, existe u € T'(int(A)) N A, e portanto u = v, para
algum v € int(A) e u € A. Defina = -2 e note que 0 < p < 1, pois

a—17

a v+ (1— a Juo = T -}

1— -
po + (1 —ap)v po—

Por outro lado, uv + (1 — ap)v = tx + (1 — t)y. Defina
U={pw+ (1 —ap)w:we int(A)}.

Como p(w) = pw + (1 — ap)w é um homeomorfismo, segue que @(int(A)) = U, e
portanto U é aberto em L.

Perceba que U C A. Com efeito, se w € int(A), entao w € A, e como 0 < p < 1,
segue que pw + (1 — ap)w € A. Uma vez que v € int(A), temos tz + (1 — t)y =
pv 4 (1 — ap)v € U e, consequentemente, (z,y) C int(A).

Agora, suponhamos que (b) ocorra. Chame a =tz + (1 — t)y e como
tlx—a)+(1—-t)(y—a)=—a+te+ (1 -ty =0,
faca o procedimento anterior para v; = x — a e v = y — a, concluindo que

(x,y) —a Cint(A) —a = (z,y) Cint(A).

Proposigao 2.1.3. Sejam L um evt e A, B C L convexos. Entao, sdo convexos
(a) int(A);
(b) 4;
(c) A+ B;
(d) aA, para todo o € R.

Demonstragao. (a)
Sejam a,b € int(A). Entdo, b € A, e pela Proposicio 2.1.2, segue que (a,b) C
int(A).
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(b)

Se 0 <t <1, entao
tA+(1-t)ACA=tA+(1-t)AC A

Como tA+ (1 —t)A =tA+(1—1t)A, segue que tA+ (1 —t)A C A, para todo t € [0, 1].
()

Sejam aj,as € A, by,by € Bete (0,1). Entao,
t(a1+b1)+(1—t)(a2+b2) = ta1+tb1+(1—t)a2+(1—t)b2 = (taﬁ—(1—t)a2)+(tbl—|—(1—t)b2)

e como A, B sdo convexos, segue que t(a; + by) + (1 —t)(az + b2) € A+ B. Portanto,

A + B é convexo.

(d)

Fixe a € R, e dados a,b € Aet € (0,1), temos
taa + (1 —t)ab = alta + (1 —t)b)

e como A é convexo, segue oA é convexo. O

Proposi¢ao 2.1.4. Sejam L um evt e A C L convexo com int(A) # (. Entao,

A =int(A) e int(A) = int(A).

Demonstracdo. Inicialmente, mostraremos que int(A) = A. Como int(A) C A, segue

que int(A) C A. Dados y € A e & € int(A), temos

(z,y) Cint(A) =y € (z,y) Cint(A).

Verifiquemos que int(A) = int(A). Como A C A, segue que int(A) C int(A).
Vejamos que int(A) C int(A). Com efeito, Se 0 € int(A), entdo pelo Teorema 1.3.2
existe V vizinhanca equilibrada de 0 com V C A. Uma vez que A = W, temos
0 € int(A) e, assim V Nint(A) # 0, ou seja, existe z € V Nint(A). Sendo V C A e
V equilibrada, segue que —x € A. Pela Proposicao 2.1.2, (z, —x) C int(A). Note que

0 € (x,—x), pois 0 = v — 3y, e portanto 0 € int(A). Dado y € int(A), temos
0€int(A—y)=0¢cint(A—y) =y cint(A).

]

Proposicao 2.1.5. Sejam L um espago vetorial e (Ay)rea uma familia de conjuntos
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convexos em L. Entao,

N4

AEA

é convexo.

Demonstracao. Se ﬂ Ay = 0, nada temos a fazer. Agora, suponhamos que

AEA
) Ax # 0.
AEA
Dados z,y € Nyea Ay, temos
T,y € Ay, V.

Para t € (0, 1), temos tz + (1 — t)y € A, para todo A, e portanto

tr+ (1—t)y € [) Ax
AEA

O

Definicao 2.1.2. Sejam L um espaco vetorial e A C L. Chamemos de envoltéria
convexa de A a intersecao de todos os conjuntos convexos contendo A. Denotamos

por conv(A).

Proposigao 2.1.6. Suponha que L é um espago vetorial e A C L. Entao,

conv(A) = {thxz CXY, Ty € Aty ..oty €0, 1] com Zti =1ne N} .
i=1 i=1
Demonstracao. Para n = 1, temos t; = 1, e assim t127 = 1 € A. Logo, tiz1 €

conv(A). Suponhamos por indugao que dados n > 2, zy,...,x, € Aety,... t, €[0,1]
com Z t;, = 1 tem-se Z tiz; € conv(A).
i=1 i=1

n+1
Sejam 1, ..., Tpe1 € Aety, ..., thy1 € [0,1] com Zti =1. Se t,.1 = 1, entao

=1

n+1 n+1
Zti =l=t=...=t,=0= thﬂ?i = tpi1Tnt1 = Tpy1 € conv(A).
i=1 =1

Se t,+1 = 0, entao

n+1 n n+1

th = Ztl =1= thﬂﬁl = itle € COTLU(A),
=1 =1 =1 =1
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por hipétese de indugao. Agora, se t,11 € (0,1), entao
n+1

1= th’ =tpt1+ iti,
=1 i—1

e consequentemente

=1 =1

n+1
Assim,
n+1 n n ¢,
; iy = top1Tnst + ; it = tnp1Tngr + (1 — toyy) - ; Tp—
Por hipétese de indugao, temos Z 115—1% € conv(A), e chamemos y = Z sz
i 1t i

Logo,
n+1

Z tix; = tpy1Tpi1 + (1 — tha1)y € conv(A).
i=1

Para mostrar que conv(A) C B, onde

B = {Ztixile,...,xneA,tl,...,tne [0, 1] com Zti: 1,n€N},
i=1

i=1

basta mostrar que B é convexo e contém A. Para isso, note que A C B, pois dado
x € A, temos

r=1-x € B.

Verifiquemos que B é convexo. De fato, sejam x1,...,Zn, Y1, Ym € A, b1, ot 11, .oy €
[0,1] com Zti =1le Zri = 1. Fixe s € (0,1). Entao,
i=1 1

o (Z tir;) + (1 - 3)(2 riyi) = Z(S “ti)w; + Z(l — 8)TiYs-
i=1 i=1 i=1 i=1
Defina,

s-t;, se i€l[l,n] x;, se i€ [1,n]
o; = Zi =
(1 =8)ri—n, se 1€ [n+1,n+m), '

Dessa forma,
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Note que z; € A, a; € [0,1] e

n+m n n+m n m
Zai = ZamL Z o = ZstmLZ(l — 8)r;
i=1 i=1 i=n+1 i=1 i=1
=s- O t)+(1—=5)- O r)=s-1+(1-s) 1=1
i=1 i=1
Portanto, s - (i tix;) + (1 — s)(i riy;) € B. O

i=1 i=1
Proposicao 2.1.7. Suponha que L e N sao espacos vetoriais e T : L — N é uma
transformacao linear. Entao,

a) Se B é um convexo de L, entdo T'(B) é convexo em N

b) Se B é equilibrado em L, entao T'(B) é equilibrado em N;

d) Se C é equilibrado em N, entao T~1(C) é equilibrado em L;

(

(

(c) Se C' é convexo em N, entao T1(C') é convexo em L;

(

(e) Se C' é absorvente em N, entao T~ !(C) é absorvente em L.

Demonstragao. (a)

Sejam z,y € Bet e (0,1). Entao,
tr(x) + (1= )T (y) = T(te) + T((1 —t)y) = T(tr + (1 —t)y),

e como B é convexo, segue que tT(x) + (1 —t)T(y) = T(tx + (1 — t)y) € T(B).

(b)

Sejam |t| < 1 e x € C. Entao,

tT(x) = T(tx)

e, como C ¢ equilibrado, segue que tT'(z) = T'(tx) € T(C).

()

Sejam x,y € T~1(C) e t € (0,1). Entao,

T(te+ (1 —t)y) =T(tx) +T((1 —t)y) =tT(z)+ (1 —t)T(y) € C,

pois C' é convexo. Portanto, tz + (1 —t)y € T-HCO).

(d)

Sejam z € T7(C) e |t| < 1. Entao,

T(tx) =tT(z) € C,
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pois C' é equilibrado. Logo, tz € T7(C).

(e)

Seja x € L. Entao, T'(x) € N. Como C é absorvente em N, existe § > 0 tal que
T(x) € tC, sempre que [t| > §. Assim, quando [t| > 0, temos

reT'(tC) = x € tT71(C).

]

Observagao 2.1.1. Se C' C L é absorvente e T' é a transformagao nula, entao 7(C) =
{0} e, como {0} nao é absorvente, T'(C') nao é absorvente. Portanto, nem toda trans-

formacao linear leva conjuntos absorventes em conjuntos absorventes.

Proposigao 2.1.8. Suponha que L e N sao espacos vetoriais topologicos, e T': L — N

¢ uma transformacao linear continua. Se B C L é limitado, entao T'(B) C N é limitado.

Demonstragdo. Seja V' vizinhanca da origem em N. Entdao, T~'(V) é vizinhanca da

origem em L. Sendo B ¢ limitado em L, existe t € R com
BctT Y (V)= T(B) cTtT *(V)) = T(B) C tV.

]

Definicao 2.1.3. Sejam L e N espacos vetoriais topoldgicos. Dizemos que trans-
formagao linear T': L — N é limitada se T'(B) é limitado em N quando B é limitado

em L.

Definicao 2.1.4. Um espaco vetorial topoldgico é localmente convexo se todo ponto
possui uma base de vizinhangas consistindo de conjuntos convexos. Tais espagos sao

chamados de espagos localmente convexo, ou simplesmente elc.

Proposicao 2.1.9. Suponha que L é um espacgo localmente convexo. Entao, L possui

uma base de vizinhancas da origem consistindo de conjuntos convexos e equilibrados.

Demonstracao. Sendo L localmente convexo, existe By base de vizinhancas da origem
consistindo de conjuntos convexos. Dada uma vizinhanca U da origem, existe C' € By
com C' C U. Pelo Teorema 1.3.2, existe W vizinhanca equilibrada da origem com
W C C, e chamemos V = conv(W). Entao,

(a) W CV;

(b) V .C C, pois C é convexo e W C C.
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De (a), segue que V é vizinhanga da origem. Vejamos que V é equilibrado. De
fato, sejam y € V e |t| < 1. Entao, existem z1,...,2, € Wery,...,r, € [0,1] tais que
n n

Zri =ley= Zr,xl Logo,

i=1 i=1

3
3

Como W é equilibrado, segue que tz; = v; € W. Em seguida,

ty = i riv; € V.
i=1

Defina

U = {V : V é vizinhanca equilibrada e convexa da origem}.

Assim, U # D e ) € U. Logo, se U,V € U, entao U NV ¢ vizinhanca da origem, e
portanto existe C' € By com C' C U NV, e por (b) existe Z vizinhanga equilibrada
e convexa da origem satisfazendo Z C U NV. Logo, U é base de vizinhangas da

origem. O

2.2 Funcionais Sublineares e Seminormas

Definicao 2.2.1. Seja L um espacgo vetorial e C' C L com 0 € C. Dizemos que 0 é
ponto interno de C se para todo x € L\{0}, existe § > 0 tal que (—4,9) C p,(C),
onde ¢, : R — L é dada por ¢, (t) = tx.

Afirmagao 2.2.1. Suponha que L é um espaco vetorial e C' é um subconjunto de
L com 0 € C. Entao C é convexo e 0 é ponto interno de C se, e somente se, C' é

absorvente, convexo.

Demonstragao. De fato, suponha que vale a Defini¢ao 2.2.1. Entéao, dado x € L\{0},
existe § > 0 com (—§,8) C ¢,'(C). Fazendo |t| < &, segue que ¢,(t) € C. Assim,
tr € C. Portanto, x € rC, quando |r| > %.

Reciprocamente, suponha que C' é absorvente e 0 € C'. Dado x # 0, existe 6 > 0
com z € tC, quando [t| > 4. Escolha ¢ € (0,3). Se [t| < ¢, entdo § < ﬁ Dali,

1
x6¥0:tx60.

Portanto, ¢,(t) € C, quando t € (—¢,¢). O
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Proposigao 2.2.1. Suponha que L é um espago vetorial e C' C L é um conjunto
convexo com 0 € C'. Entao,

(a) Se 0 < s < t, entdao sC C tC}

(b) Se s,t > 0, entao sC +tC = (s +t)C;

(¢) Se 0 é um ponto interno de C, entao I, = {t > 0 : = € tC'} é um intervalo da

forma [a, 00) ou (a,00), para todo = € L.

Demonstragao. (a)

Sejam z € C' e 0 < s < t. Entao,

s s s s s
ST S tx+ ( 75)0 (tx+( t)O)

e, como C' é convexo, segue que sz € tC.

(b)
Dado z € C, temos
(s+t)x =sx+teesC+tC.

Sejam z,y € C. Entao,

S t

ty = t
setty=(s+ ) met )
e, como —= = 1 — =% segue que
s
ty = t 1— .
sty = (a4 (=t (1 )

Portanto, sz +ty € (s +t)C.

()

Se x € L\{0}, existe § > 0 com (—4,8) C ¢, '(C). Assim, ¢,(2) € C, ou seja,
gx € C. Logo, x € %C’. Portanto, I, # (. Como I, é limitado inferiormente por 0,
existe a = inf I,. Entao, a € I, ou a ¢ I,. Sendo I, # (), existe s € I, e dado t > s,
concluimos, por (a), que sC' C tC. Logo, t € I,, para qualquer ¢t > s. Além disso, se
s > a, entao s € I,. Caso contrario, s seria cota inferior de I,. Absurdo, e portanto

s € I,,. Concluimos que I, = [a,00) ou I, = (a, c0). O

Corolario 2.2.2. Suponha que L é um espago vetorial e C' C L é convexo com 0 € C.
Se 0 é ponto interno de C', entao

(a) Sexz € L es>0,entao Iy, = sl,;

(b) Se x,y € L, entdo I, + I, C I,4,.
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Demonstragao. (a) Note que

tel,, sx € tC
x e s O

stel,

(O

t € sl,.

(b)

Dados s € I, e t € I, temos
resCeyetlC.

Pela Proposicao 2.2.1(b), segue que sC +tC = (s+t)C. Logo, z +y € (s +t)C. Dali,
s+t & [,4,. Portanto, I, + I, C I,4,. O

Agora, sejam L um espacgo vetorial e C' C L convexo com 0 € C'. Suponha que
0 é ponto interno de C'. Com a mesma notagao da Proposicao 2.2.1, chamaremos o
ponto extremal & esquerda do intervalo I, de po(x). Chamando ag, o ponto extremal a
esquerda do intervalo I, pelo Corolario 2.2.2(a), segue que ag, = sa,. Logo, po(sx) =
spc(z). Chamando a,y,a, € a, 0os pontos extremais a esquerda dos intervalos I, I, e
I, respectivamente, por 2.11.(b), temos I, + I, C I,1,. Dai, a,., < a, +a,. Portanto,
po(z +vy) < po(z) + pe(y). Como 0 € tC para todo t > 0, segue que Iy = (0,00), e
portanto pc(0) = 0. A funcado po : L — R é chamada de funcional de Minkowski.

Definicao 2.2.2. Seja L um espaco vetorial. Um funcional sublinear é uma fungao
p: L — R, satisfazendo as condigoes abaixo:

(gl) p(tx) = tp(x), para todo t > 0 e todo x € L;

(82) p(z +y) < p(z) + p(y), para quaisquer z,y € L.

Um funcional sublinear é chamado seminorma se p é nao negativa e p(cz) = |c|p(x),

para todo ¢ € R e todo € L. Uma seminorma p é uma norma, se p(z) =0 < z = 0.

Proposicao 2.2.3. Sejam L um espago vetorial topoldégico e p : L — R um funcional
sublinear. As afirmacoes abaixo sao equivalentes.

(i) p é continua;

(ii) p é continua no 0;

(iii) 0 é interior a {z € L : p(z) < 1}.

Demonstragio. (i) = (ii) E imediata.
(ii) = (iii)

65



2. Espacos Localmente Convexos

Sabemos que 0 € (—00,1) e p(0) = 0. Logo,
0€p((—o0,1)) C {z € L:p(x) < 1},

(iii) = (i)

Note que, para quaisquer z, xy € L, tem-se

p(x) = p(x — 20 + 70) < p(T — 20) + p(20) (2.3)

p(zo) = p(ro — z + ) < p(xg — ) + p(x). (2.4)

Por (2.3) e (2.4), segue que
—p(xo — ) < p(x) — p(x0) < p(x — 20).
Seja V =int{x € L : p(x) <1}. Sex € 29+ 6(V N (=V)), com § > 0, entao

r—xo€d(VN(=V)) =x—1€V

= existe u € V, com x — xy = du. (2.5)
De maneira andloga,

r—1x9 € =0V = x9—2 €0V

= existe v € V, com zy — x = Jv. (2.6)

De (2.5) e (2.6), vemos que

Assim,

]

Teorema 2.2.4. Sejam L um espaco vetorial e C' C L € convexo com 0 € C'. Suponha

que 0 € ponto interno de C. Entao, o funcional de Minkoswski é um funcional sublinear,
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{reL:pec(z)<l}cCC{reLl:pc(r) <1}

Também, pc € uma seminorma se C € equilibrado. Finalmente, Se L é um espaco

vetorial topoldgico, entdo 0 € int(C') se, e somente se, pc € continua.

Demonstracdao. Ja mostramos que pco é um funcional sublinear. Verifiquemos que
{reLl:pco(xr) <1} CcCC{rel:pc(x) <1}

De fato, se y € {vr € L : po(z) < 1}, entdo pc(y) < 1, ou seja, 1 € I,. Logo,
yel-C=C. Porisso, {z € L:pc(x) <1} C C. Agora, se x € C, entao 1 € I,.
Logo, po(z) < 1.

Suponhamos que C' é equilibrado. Como [, é limitado inferiormente por 0, segue
que pe(xz) > 0. Entdo basta mostrar que po(cx) = |¢|pe(x), para todo ¢ € R e todo
xr € L. Assim, se |t| = 1, entdao tC' C C. Como [t7!] = 1 e C ¢ equilibrado, segue que
t~1C c C. Dai,

C=t'(t0)ct!C.

Logo, C' = t~1C. Como 0 é ponto interno de C, segue que C é absorvente, e portanto

dado z € L, existe s € R com x € sC, ou seja, existe ¢; € C' tal que x = sc¢;. Entao,

r=s5c & x=st "¢y, paraalgum ¢, € C
& restTiC

& tx e sCl
Assim,

rel, & zerC
& trerC

<~ TE[tx.

Logo, po(tz) = po(x). Agora, se ¢ € R, escolha ¢t € R com [t = 1 de modo que

¢ =|c|-t. Como pc é gauge, segue que
pe(ex) = pe(le] - sz) = |clpe(sz) = |clpo(z).

Finalmente, vamos considerar que L é um evt. Se pc continua, entdao {z € L :

67



2. Espacos Localmente Convexos

po(z) < 1} = p5'((—o00, 1)) é aberto em L. Como pc(0) = 0, segue que
Oe{zeLl:pc(z)<1}CC

e portanto, 0 € int(C'). Reciprocamente, suponha que 0 € int(C). Como C' C {z €
L : po(x) < 1}, segue que int(C) C int{x € L : pc(x) < 1}. Logo, 0 € int{x € L :
po(z) < 1}. Pela Proposigao 2.2.3, segue que pe é continua. H
Proposicao 2.2.5. Suponha que L é um espaco vetorial, C' C L é convexo, absorvente
com 0 € C' e pc é o funcional de Minkoswski associado a C'. Se f : L — R é um

funcional linear, entao f(x) < pc(x), para todo x € L se, e somente se, f(y) < 1, para
todo y € C.

Demonstragao. Inicialmente, suponha que f(z) < pe(x), para todo x € L. Dado
y € C, temos
yel-C=1el,=pc(y) <L

Dai, f(y) < pc(y) < 1. Agora, suponha que f(y) < 1, para todo y € C. Sejam x € L
etel,. Entao,t>0e

retC=t'rveC= f(t'z) <1
Como f(t7'z) =t~ f(x), segue que
t7f(z) <1= f(z) <t, paratodo t € I,.

Logo, f(z) < po(x). O

2.3 Teorema de Hahn-Banach

A esséncia do Teorema de Hahn-Banach é que funcionais lineares continuos definidos
em um subespaco N de um espaco L podem ser estendidos a todo espago L preservando

linearidade e continuidade.

Definigao 2.3.1. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que C' C

X é uma cadeia se para quaisquer z,y € C, tem-se x < y ou y < x.

Teorema 2.3.1 (Hahn-Banach). Sejam L um espago vetorial, N um subespaco de L
ep: L — R um funcional sublinear. Se f: N — R ¢ um funcional linear satisfazendo
f(y) < p(y), para todo y € N, entdo f possui uma extensao linear F' : L — R com
F(z) < p(x), para todo x € L. Finalmente, se L é um evt e p € continua, entao F €

continua.
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Demonstra¢ao. Considere

Z ¢é subespacgo de L, com N C Z,
P=4 (9,2) : ¢g:Z — R éum funcional linear que estende f,
g(2) < pl2), ¥z € L.

Note que P # (), pois (f, N) € P. Dizemos que (g1, Z1) < (g2, Z2) quando Z; C Zy e

92|z, = g1 Logo,
(91, 21) < (g1, Z1).

Se (g1, Z1) < (g2, Z2) € (g2, Za) < (g3, Z3), entdo
Zy CZse gslz, = gu.

Assim, < é uma ordem parcial. Seja C uma cadeia nao vazia em P. Defina

Zo = U 7.

(9,2)eC

Dado = € Z,, existe (¢,Z) € C com x € Z. Defina gy : Z — R, por go(z) = g(x).
Verifiquemos que

(a) Zy é um subespago de L com N C Zy;

(b) go é um funcional linear que estende f e go(z) < p(z) para todo x € Zj.

De fato,

(a)

Sejam o € R e x,y € Zy. Entao existem (g1, Z1), (g2, Z2) € C tais que z € Z;
e y € Zy. Sendo C uma cadeia, segue que Z; C Z, ou Z, C Z;. Sem perda de
generalidade, suponhamos que Z; C Z,. Assim, z,y € Zy. Logo, = + ay € Z,.
Portanto, Zy é um subespago vetorial de L. Como (g, 7) € P, segue que N C Z. Dali,
N C Z.

(b)

Note que go estd bem definida. Se x € Z; e x € Zy com (g1, Z1), (g2, Z2) € C, entdo
91|z, = g2 ou galz, = g1 Dal, g1(x) = g2(x). Vejamos que gg é um funcional linear.
Sejam o € Re x,y € Zy. Entdo, existem (g1, Z1), (92, Z2) € C tais que v € Zy e y € Za.
Podemos supor que (g1, Z1) < (g2, Z2). Assim,

go(z + ay) = go(x + ay) = ga() + ag2(y) = go(z) + ago(y).

Mostramos em (a) que N C Zy, ou seja, dado y € N, existe (¢g,Z) € C com y € Z.
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Logo,

Para finalizar, provaremos que go(2) < p(z), para todo z € Z,. Dado z € Zj, existe

(9,Z) € C com z € Z. Assim,

Portanto, (go, Zo) € P é cota superior de C. Pelo Lema de Zorn, existe (F,Y) € P
elemento maximal.

Agora, verifiquemos que Y = L. Com efeito, suponhamos por absurdo que Y C L,
isto é, existe yo € L\Y. Defina Z =Y +Ryp e g : Z — R, por g(y + tyo) = F(y) + cot
para uma constante ¢y que ainda serd determinada satisfazendo g(z) < p(z). para todo

r=1y+tyy € Z. Quando t = 0, temos
9(x) = 9(y+0-y) = Fly) <py) = ply +0-30) = p(x).
Quando t > 0, temos
HE( Y + o)) = F(y) + teo = gy + tyo) < py + tyo) = tlp(t™y + o).
Chame 3y = t~1y. Entao,
HEF(y') +co) <tp(Y +y0)) = co < p(y' +y0) — F(y)
para todo ¥’ € Y. Agora, quando t < 0, temos
(—t)(F((—t7"y)) —co) = F(y) +tco = g(y +tyo) < ply +tyo) = (=) (p((—t) "'y —0))-
Chame 3" = (—t)~'y. Entao,
(=)(F(y") — co) < (=0)p(y" — o) = F(y") = p(y" —v0) < o
para todo y” € Y. Dali,
F(y") = py" —y0) < co <p(y +10) — Fy).

Escolha ¢q tal que

sup {F'(y") — p(y" — o)} < co < inf {p(y' +w0) — F(y)}
y'ey y'ey
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Logo, (9. Z) € P e (F,Y) < (g,Z). Absurdo, pois (F,Y) é elemento maximal de P.
Portanto, Y = L.
Finalmente, suponha que L é um evt e p é continua. Dado € > 0, existe V' vizinhanca

aberta da origem com p(z) < €, para qualquer x € V. Sex € Ley —xz € VN (-V),

entao
y—zreVey—rxe-V=ay—axcVer—yel
Assim,
Flz) = F(y) = Flz—y) <plzx —y) <e
Fly) = F(z) =F(y—x) <ply —x) <e
Logo, |F(z) — F(y)| < e, paray € x + (VN (=V)). O

Lema 2.3.2. Sejam L um espago localmente convexo e C' C L convexo e fechado com

0 € int(C). Se zp ¢ C, entdo existe um funcional linear continuo F' : L — R tal que
F(C) C (—o00,1] e F(xg) > 1

Demonstracao. Seja pc o funcional de Minkowski associado ao conjunto C. Pelo Te-
orema 2.13, segue que pc é continuo. Se po(x) < 1, entdo = € C. Logo, pc(xg) > 1.
Vejamos que pe(zg) # 1. De fato, se pe(zo) = 1, entao pe((1 — 220)) =1 -2 < 1.
Por isso, (1 — 2)zg € C. Como C 6 fechado e 1 — £ — 1, temos (1 — L)zg — 20 € C.
Portanto, pc(xg) > 1.

Agora, considere Y = Rz subespago de L e f(txg) = tpc(xp). Quando t > 0,
temos

f(txo) = tpe(xo) = poltxo).

Quando t < 0, temos
f(tzo) = tpe(wo) < 0 < pe(teo).

Portanto, f(y) < pc(y), para todo y € Y. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um
funcional linear F' : L. — R continuo, com F(x) < pc(z) para todo z € L e Fl|y = f.

Assim, se x € C, entao
F(z) <pelr) < 1= F(C) C (~o0,1]

e F(xo) = f(zo) = pc(wo) > 1.
O

Corolario 2.3.3. Sejam L um elc e C' C L convexo e fechado com 0 € C. Se zg ¢ C,

entdo existe F': L — R funcional linear continuo com F(C') C (—o0, 1] e F(xg) > 1.
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Demonstragao. Pela Proposigao 2.1.9, existe By base de vizinhangas da origem consis-

tindo de conjuntos convexos e equilibrados. Sendo C fechado, segue que

n g C= () (C+W).

WeBg

Logo, existe W € By com xy ¢ C' + W. Defina

C’:C+%W.
Assim,
1
— —
= (C+ W +U).
UeBy

Para %W, existe V' € By de modo que
1 1 1 1
VC§W$C+§W+VCO+§W+§W

Dali,
1 1 1
C/CO+§W—|—VCC+§W+§WCC+W

Como 0 € %W C ', segue que 0 € int(C"). Note que

1
c= (C+W)cC+Vcl+owcdc

WeBy

Além disso, C" é convexo e fechado. Mais ainda, zo ¢ C, pois C' C C'+ W. Entao,
existe F' : L — R funcional linear continuo com F(C") C (—o0,1] e F(xy) > 1.
Portanto, F'(C) C (—o0,1] e F(zg) > 1. O

Proposicao 2.3.4. Sejam L um elc e C,Cy C L convexos e disjuntos tais que C}
é fechado e C5 é compacto. Entao, existe um nimero real ry e um funcional linear
continuo F' : L — R tal que F(x) < rg para todo = € Cy, e F(z) > 1y para todo
x € Cs.

Demonstracao. Note que C; — C5y é fechado e convexo. Verifiquemos que C; — Cy é
fechado. E claro que —Cy é compacto. Entao, todo filtro em —C5 possui um ponto
de acumulagao. Logo, por 1.6.(c) vemos que C; — Cy é fechado. Agora, mostraremos
que C — Cy é convexo. Como C; — Cy = C} 4 (—=C3), por 2.3.(c) e 2.3.(d), segue que
C7 — (5 é convexo. Escolha yg € C7 — Cy e, entao 0 € C7; — Cy — yg. Perceba que
0 ¢ Cy — Cy, pois C; N Cy # (). Caso contrario existiriam x € Cy e y € Cy tais que
0=z —y, assim x = y, terfamos C; N Cy # ). Portanto, —yg ¢ C; — Cy — yp. Chame
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o = —Yyo e escolha um funcional linear continuo F' : L — R satisfazendo F'(zg) > 1 e
F(Cl —Cy— yo) C (—OO7 1]
Dados z € ] e y € (s, entao

12> Fz —y —wyo) = Fx) = F(y) + F(xo) = 1 = F(x0) = F(x) — F(y)

(F(xo) —1) + F(x).

1
Como Cy é compacto, existe rg = min F(y) — 2(F(xo) 1). Seja d = %( (z0)—1) >

yeCly
0. Logo,
Fly)—0>ro= F(y) >ro+9
e
ro >0+ F(x) =19 — 0 > F(x).
Portanto, F'(y) > 1o+ d, para todo y € Cy e ro — § > F(x), para todo x € C}. ]

Definigao 2.3.2. Seja L um elc sobre R. O espago dual de L, denotado por L', é o

espaco dos funcionais lineares continuos f : L — R.

Proposigao 2.3.5. Sejam L um elc e N um subespaco de L. Entao qualquer f € N’
pode ser estendida para F € L'.

Demonstragdo. Note que 0 € f~'((—o0,1)) = {z € N : f(z) < 1} é vizinhanga da
origem, pois f € N'. Como L é elc, existe C vizinhanga equilibrada e convexa da origem
em L tal que CNN C {z € N: f(z) < 1}. Considere pc o funcional de Minkowski.
Se z € CN N, entao f(x) < 1. Pela Proposicao 2.2.5, segue que f(z) < po(z), para
todo z € N. Como 0 € int(C'), pc é continua. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe
F e L' tal que F(z) < pc(x), paratodo x € L e F|y = f. ]

Corolario 2.3.6. Suponha que L é um elc Hausdorff. Entao L’ separa pontos de L,
ou seja, se T # y, entao existe f € L' com f(x) # f(y).

Demonstra¢ao. Faca N = span{x,y} e seja g € N'\{0}. Pela proposicao anterior,
existe f € L’ tal que f|y = g. Agora, falta mostrar que f(z) # f(y). Sendo f
continua, existe U vizinhanga de z em L tal que f(U) C (f(z) — 1, f(z) +1). Sendo L
Hausdorff, existem V;, V5 vizinhancas de x,y em L, respectivamente, com Vi NV, = ().

Assim, Z = U NV; é vizinhanga de x em L. Além disso

(a) y ¢ Z:
(b) /(2) € F(U) C (f(x) — 1, f(z) +1).
Portanto, f(y) ¢ (f(x) — 1, f(z) + 1). Logo, f(z) # f(y). =
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2.4 Polar

Definicao 2.4.1. Seja L um elc. Se B C L, entao o polar de B, denotado por B°, é

o conjunto

{fel :|f(x)] <1,Vz € B}.

Se A C L', entao o polar de A em X, denotado por A,, é o conjunto
{zel:|f(x) <1,Vfe A}l

Proposicao 2.4.1. Sejam L um elc, A, B C Le D,E C L'. Entao:

1) AC(A%o;
) D C (Do)
bl) AC B = B° C A°
b2) D C E = E, C D.;

a2

(a
(
(
(
(c1) (AUB)° = (A)° N (B)°;
(c2) (DU E)e = (D)o N E)
(d1)
(
(
(

(

dl) Se ¢ # 0, entao (cA)° = ¢ 1(A)°;
d2) Se ¢ # 0, entao (¢D)o = ¢ 1(D)o;
e) AC D, = D C A°
f) D, ¢ fechado, convexo, equilibrado e nao vazio.
Demonstracao. (al)

Sejam x € A e f € A°. Entao, |f(x)] < 1. Logo, x € (A°)s..

(a2)

Sejam f € D e x € D,. Entao, |f(z)| < 1. Logo, f € (D,)°.

(b1)

Seja f € B°. Entao, |f(x)| < 1, para todo x € B. Em particular, para x € A.
Logo, f € A°.

(b2)

Seja x € E,. Entao, |f(x)| < 1, para todo f € E. Em particular, para f € D.
Logo, z € D,.

(c1)

Se f € (AU B)°, entao |f(x)] < 1, para todo x € AU B. Como A, B C AU B,
segue que

(s1) [f(2)] < 1,Vz € A;
(s2) |f(z)| < 1,Vx € B.
Por (s1) e (s2), vemos que f € A°NB°. Agora, se f € A°’NB° entdo f € A°e f € B°.

Assim,
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(s3) [f(x)] < 1,Vz € A;
(s4) |f(x)] < LV € B
Logo, |f(x)| < 1, para todo x € AU B. Portanto, f € (AU B)°.

(c2)

r€(DUE), & |f(x)|<1,YfeDUE
& |f(x)|<1VfeDoufekE
& rxe DN E,.

(d1)

f € (cA)° |f(cx)| < 1,Vz e A
lef(x)] <1,V e A
cf € A°

fectAs.

(O

(d2)

re(D). & lef@| <1VfeD
Flex)| < 1LYfeD

cx € D,

(A

recD,.

()

Seja f € D. Como A C D,, segue que |f(z)] <1, para todo z € A. Assim, f € A°.

(f)

Note que
D= (\{zeL:|f(x)| <1}

febD

De fato,

reD, & |f(x)|<LVfeD
& ze{yel:|f(y|<1},VfeD
& ve(Nyel:|flyl <1}

feb

Sendo f € L/, segue que {z € L : |f(z)| < 1} é fechado. Logo, D, é fechado. Vejamos
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que D, é convexo. Dados x,y € D, et € (0, 1), entao

[f(te+ (1 =y)| <if @)+ A=) fy <t+(1-1) =1

quando f € D. Portanto, (z,y) C D,. Finalmente, mostraremos que D, é equilibrado.

Sejam x € D, e |t| < 1. Entao,

|f(tz)| = [tf (@) = [t - | f(z)] <1
para todo f € D. Como f(0) = 0, para todo f € L', segue que 0 € D.. H

Definigao 2.4.2. Seja L um espago vetorial. Se A, B C L com B nao vazio e equili-

brado. Dizemos que B absorve A se A C ¢B, para algum c € R.

Teorema 2.4.2 (Bipolar). Sejam L um ele, A,B C L e D C L'. Suponha que B é
fechado, convexo, equilibrado e nao vazio. Entao:

(a) (B*), = B

(b) (A°)s € 0 menor fechado, convexo, equilibrado e ndao vazio contendo A;

(c) B absorve A se, e somente se, B absorve (A°)o;

(d) Se A € limitado, entdo (A°), € limitado;

(e) D, absorve A se, e somente se, A° absorve D;

(f) B absorve A se, e somente se, A° absorve B°;

(9) ((A%)o) = A% e ((Ds)%)o = D.

Demonstracao. (a)

Se xog ¢ B, existe f € L' com f(B) C (—o0,1] e f(zg) > 1. Como f(—B) = —f(B),
segue que f(—B) C —(—00,1] =[—1,00). Sendo B equilibrado, vemos que —B C B.
Além disso,

B=—(-B)C —B.

Logo, B = —B. Dali, f(B) C [—1,00)N(—00,1] = [—1,1]. Assim, f € B° ez ¢ (B°)..
Portanto, (B°), C B. Pela Proposigao 2.4.1 item (al), segue que B C (B°),.

(b)

Se C' é fechado, convexo, equilibrado e nao vazio contendo A, entao C° C A°. Dali,
(A°), C (C°)s =C.

(©)

Suponha que B absorve A, ou seja, existe ¢ € R tal que A C ¢B. Assim, (¢B)° C A°.
Dai, ¢ }(B)° C A°. Logo, (A°), C (¢c"}(B°)), = ¢(B°), = ¢B. Agora, se B absorve
(A°)., isto é, existe d € R com (A°), C dB, pelo item (a), segue que A C dB.

(d)
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Dada uma vizinhanca U da origem em L, existe V' vizinhanca equilibrada, convexa
e fechada da origem em L com V C U. Para V existe ¢ € R tal que A C ¢V. Dai,
(cV)° C A°. Assim, (A°), C ((¢V)°)o. Como cV é fechado, convexo, equilibrado e nao
vazio, segue que (A°), C ¢V C cU.

(e)

Suponha que D, absorve A, ou seja, existe ¢ € R com A C ¢D,. Assim,
cH(D,)° = (cD,)° C A° = c'D C A° = D C c¢(A)°.

Reciprocamente, suponha que A° absorve D, ou seja, existe ¢ € R tal que D C ¢(A)°.
Dai,
c A%, = (cA%)y C D, = c'AC D, = AC c(D),.

(f)

Se B absorve A, entao existe ¢ € R com A C ¢B. Dali,
c}(B)° = (cB)° C A° = B° C ¢(A)°.
Se A° absorve B°, entao existe d € R com B° C d(A)°. Dali,
d~1(A°%), C (B°), = (A°), C d(B°),
Pela Proposicao 2.4.1(al) e por (a), temos

A C dB.

(g)
Sendo A C (A°),, segue que ((A°),)° C A°. Chame D = A°. Assim, D C (D,)°, e
portanto A° C ((A°).)°.
Sendo D C (D,)°, segue que ((D,)°)o C Do. Chame A = D,. Assim, A C (A°)., e
consequentemente D, C ((D5)°)o.
[

Lema 2.4.3. Suponha que L é um espago vetorial sobre R e C, D sao subconjuntos

convexos de L. Entao
E={te+(1—-t)y:x€C,ye D,te[0,1]}

é convexo.
Demonstragao. Sejam t,t' € [0,1], z,2" € C, y,y € D. Fixe s € (0,1). Se st + (1 —
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s)t' = 0, entao t' = —>-t. Como ¢, >0, segue quet =t' =0 e

s(tz+(1=t)y)+(1—s) (" +(1-t")y) = sy+(1—9)y = 02+ (1—-0)(sy+(1—s)y’) € E.
Ses(1—t)+(1—s)(1—t)=0,entdo 1l =t =1t"e¢

s(tx+(1—=t)y)+(1—s)(t'a"+(1-t")y") = sz+(1—s)a’ = 1-(sz+(1—s)z")+(1-1)y € E.
Sest+(1—s)t' >0es(l—t)+(1—s)(1—1t)>0,entao

stz + (1 —ty) + (1 —s)'z" + (1 —t)y)
=stx+ (1 —s)t'a’ +s(1 —t)y+ (1 —s)(1 -ty

B , st (1—s)t'
=(st+ (1= S)t)(st—i- (1— s)t’x+ st+ (1 — s)t’x>
s(1—1t) (I1—s9)(1-1)

y).

+ -+ (1= S)t/>(3(1 —t)+ (11— s)t’y+ s(I1—=t)+ (1 —s)t

(1—s)t’

"o st
Como 2" = 7T+ =)

st+(1—s)

_ s(1—t) (1-s)(1-t")
€ Cey’ = sa—nra—7Y T s(lft)+(175)t/y/ €D,

segue que
s(te+(1—t)y)+(1—s) (2" +(1—t")y') = (st+(1—s)t" )"+ (s(1—t)+(1—s)(1-t")y" € F,

pois st + (1 —s)t' +s(1 —t)+ (1 —s)(1 =) =st+1-t)+(1—95)(t'+1-1t) =
s+(1—s)=1. O

Proposigao 2.4.4. Sejam L um elc Hausdorff e K um subconjunto compacto e convexo
de L. Entao, (K°), é compacto.

Demonstragao. Se K = (), entao (K°), = {0}. De fato, {0} é o menor fechado, convexo,

equilibrado e nao vazio contendo (). Agora suponha que K # (). Considere
E={ter+(1—-t)y:xe K,ye —K,te|0,1]}.

Defina ¢ : L x L x [0,1] — L, por ¢(u,v,7) = ru+ (1 —r)v = &(O(r,u), ©((1 —r),v)).
Assim, ¢ é continua. Como K x (—K) x [0, 1] é compacto e ¢(k x (—K) x [0,1]) = E,
segue que F é compacto. Sendo L Hausdorff, segue que E é fechado.

Pelo Lema 2.4.3, vemos que E é convexo. Note que 0 € E. Como K é nao vazio,
existe v € K e 0 = %x + %(—x) € E. Verifiquemos que E é equilibrado. De fato, se
0<s<lezé€FE, entao sz = sz+ (1 —s)0 € F, pois E é convexo. Se z € F, entao
—z € E. Com efeito, z é da forma tx + (1 — t)y. Dai, —z = (1 — t)(—y) + t(—=).
Chame r =1—teporisso —z=r(—y)+ (1 —7r)(—x) € E. Agora, se —1 <s<0e
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z € E, entao sz = —s(—z) € E. Logo, E é fechado, convexo, equilibrado e nao vazio
contendo K. Pelo Teorema 2.4.2(b),

(K°), C E.

Por isso, (K°), é compacto. O

2.5 Topologias Associadas

Sejam X um conjunto nao vazio, (Y;);c;y uma familia de espacos topolégicos e (¢;)ier
uma familia de funcoes tais que para cada 7, ¢; : X — Y;. Vamos construir uma
topologia em X que torna cada ¢; uma fungao continua.

Para cada aberto A; em Yj;, considere o conjunto
0N (A) ={r € X : gi(w) € A}

Chame B a colegao dos subconjuntos de X que podem ser escritos como intersegoes
finitas de conjuntos da forma ¢;'(A;). Afirmamos que B é base para uma topolo-

gia. De fato, dado * € X e como Y; é aberto, segue que z € ;' (V;) € B. Se
m o; ' (A), m ©: 1(B;) € B, entdo

el i€l

(e AN N (e (B)) =) ¥:'(Ci) B

i€lq 1€1s €13

onde C; = A;,setv € I, C; = B, se 1 € Iy e I3 =1, U I,. Logo,
T={UCX: paracadaz € U, existe Ve Bcomz eV C U}

é uma topologia, chamada topologia gerada pela familia de fungoes (¢;)c;.

Vejamos que cada ¢; é continua. Dado A; aberto em Y;, entdo ¢; '(A;) € B. Logo,
i t(A) €T

Sejam Z um espago topoldgico e f: Z — (X, 7). Entdo f é continua se, e somente
se, p; o f é continua, para todo ¢« € I. Suponha inicialmente que f é continua. Como
cada ; é continua, segue que ¢; o f é continua.

Reciprocamente, suponhamos que cada ¢; o f é continua. Dado A aberto em X,
segue que A = UgeaVy, onde V, € B. Assim, f71(A) = Ugeaf ' (V,). Como cada
V, € B, segue que V, = N, 0; *(B;). Logo,

F7HA) = Usea My f (0 1 (Bi)) = Usea Mizy (i 0 f)7(By)
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é aberto em Z. Portanto, f é continua.

Proposicao 2.5.1. Suponha que X é um conjunto nao vazio, (Y;);cs ¢ uma familia de
espagos topoldgicos e (p;);c; é uma familia de fungoes de X em Y;. Entao

(a) Existe 7 uma topologia em X, que torna cada ¢; continua;

(b) Sejam Z um espaco topolégicoe f : Z — (X, 7) uma fungao. Entao f é continua

se, e somente se, ¢; o f é continua, para cada 1.

Suponhamos que L é um elc e A C L. Afirmamos que A° é convexo. De fato, dados
frge A°, sex € Aet e (0,1), entao

tf(z) + (L = t)g(x)| < |tf(x)]+ (A —)]g(x)] <t +(1—-t) =1
Verifiquemos que A° é equilibrado. De fato, dados [t| < 1e f € A°. Se z € A, entdo

Lf (@) =t [fx) <1-1=1.

Agora, suponhamos que A é limitado em L. Se f € L', entdao f(A) é limitado. Com
efeito, para [ — 1,1], existe ¢ > 0 com f(z) € ¢[ — 1,1], para todo x € A, ou seja,
|f(z)] < ¢, para todo x € A. Se |t| > ¢, entao

[f@)| <[t = [ f(z)] <1
quando = € A. Dali,
tlfe A= fet(A)P
sempre que |t| > ¢. Portanto, A° é absorvente.

Lema 2.5.2. Suponha que L é um evt. Se L possui uma base de vizinhancgas convexas

da origem, entao L é um elc.

Demonstracao. Chame de By a base de vizinhancas convexas da origem. Para cada
r € L, {x+V :v € By} ébase de vizinhangas de x. Ademais, como V é convexo,

segue x + V' é convexo. O]
Considere
Bs = {A°: A é limitado em L}.

Vejamos que Bg é base de filtro. Como {0} é limitado em L, temos {0}° € Bg. Além
disso, |0(z)] = 0 < 1, para todo x € L. Portanto 0 € A°, para todo A C L. Se
A°, B° € Bg, entao

A°NB°=(AUB)° € Bs.
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Verifiquemos que %AO € Bg, quando A é limitado. De fato, %AO = (2A)°. Sendo
A limitado, segue que 2A é limitado. Logo, %AO € Bs. Agora, mostraremos que

1A°+14° C A°. Com efeito, dados f, g € A°, temos

1

55) + 20(a)| < 517 @) + 2lalo)] <

- =1
2 2 2 *

1
2

N | —

quando = € A. Ja foi provado que A° é absorvente e equilibrado. Portanto, existe 7g
uma topologia em L’ que o torna evt. Chamaremos 75 de topologia forte e Bs é a
base de vizinhancas da origem. Como A° é convexo, pelo lema anterior L’ é um elc.
Note que L' é Hausdorff. De fato, se f # 0, entdao f(L) = R. Logo, 2 € f(L), ou seja,
existe x € L com f(x) = 2. Portanto, f ¢ {z}°. Por isso,

N A ={o}
A limitado em L

Definicao 2.5.1. Seja L um elc. Chamaremos de topologia fraca em L, denotada

por o(L, L"), a topologia gerada pelos funcionais lineares continuos f € L’

Proposicao 2.5.3. Seja L um elc. Entao:

(a) Os funcionais lineares sao fracamente continuos, isto é, para todo f € L’ segue
que f:(L,o(L,L")) — R é continua;

(b) O conjunto By, = {Dy : D é um subconjunto finito de L'} é base de vizinhangas
da origem para a topologia fraca;

(c) A topologia fraca o(L, L") é Hausdorff;

(d) (L,o(L,L")) é um elc.

Demonstragao. (a)
Segue da construgao feita acima.
(b)
Note que 0 € int(Dy). De fato, como (—1,1) é aberto em R, segue que f(0) €

f7Y((~1,1)), para todo f € L. Logo, 0 € ﬂ f'((=1,1)) € D,. Portanto, 0 €
feb
int(D,). Seja U vizinhanga da origem em L. Entao, existem um conjunto finito I,

funcionais f; € L’ e abertos V; em R contendo 0, para j € I, tais que ﬂ 1V cU.
i€l
Para cada j € I, existe §; > 0 com

FH = 65,650) € f;71(V)).
Faca 0 = min,er,{6;} > 0. Entao,

fiH([=6,0) € f;71(V3)
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para todo j € ;. Considere D = {§~'f; : j € I}, entao

reD, & ’671f]($)| <1,Vjel
< |fi@)] <o,Viel
& ze )£ ([-6.0])

el

Portanto, Dy C U. Se D, E sao subconjuntos finitos de L', entao
(D)o N (E)s = (DUE), € Bw.

()

Dados = # y, existe f € L' com f(z) # f(y). Sem perda de generalidade, su-
ponha que f(z) < f(y). Chame m = f(m);f(y) > 0. Dai, z € f'((—oo,m)) e
y € f71((m,0)). Se z € f~1((—oo,m)) N f~1((m,0)), entao f(z) <mem < f(z) e
por isso, m < m. Portanto, f~!((—oo,m)) N f~1((m, 00)) = 0.

(d)

Inicialmente, mostraremos que (L,o(L,L’)) é um evt. Seja T'(z) = = + 7 uma

translagdo em L. Verifiquemos que 7' é continua. De fato, dado f € L', f(T'(z)) =
f(x+z0) = f(x) + f(x0) é continua. De maneira andloga, vemos que T~ (z) = x — x
¢ continua.

Seja D finito em L'. Entao, %Do = (2D), e como 2D é finito em L', segue que
%Do € By, para todo D finito em L’. Vejamos que %Do + %DO C D,. Com efeito,
dados z,y € D,, se f € D, entao

1 1

7+ )l = 13 7@) + 5 F@)| < 217(@)] + 51fw)] <

T

DO | —
DO | —

Supondo ainda que D é finito, vamos mostrar que D, é absorvente. Dado x € X,
chame ¢ = maxsep{|f(z)|} > 0. Se ¢ = 0, entao f = 0. Logo, |0(z)] = 0 < 1.
Portanto, x € tD,, se |t| < 1. Agora, se ¢ > 0 considere |t| > ¢, entao

[f(@)] < Jt] = |f(¢ @) = [t f(a)] < 1.

Por isso, t 'z € D,, donde, x € t(D),, quando [t| > ¢. Na Proposicao 2.4.1, mostramos

que D, é equilibrado e convexo. Portanto, (L,o(L, L)) é um elc. O]

Vamos verificar que (L,o(L,L")) C L'. De fato, se f € (L,o(L,L")), entdao f é
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fracamente continuo, ou seja, f : (L,o(L,L")) — R é continuo. Como

D= (-1,1])

geD

Se D for finito em L', entao
Do =g '([-1,1]).
i=1

Logo, D, é vizinhanca da topologia original de L. Portanto, toda vizinhanca fraca
¢é vizinhancga na topologia original. Como f é continua na topologia fraca, dado A
vizinhanga da origem em R, temos que f~!(A) é vizinhanca fraca e por isso é vizinhanga
na topologia original. Logo, f € L'.

Vejamos que L' C (L,o(L,L")). Dados f € L' e 6 > 0, f~'([-6,d]) é vizinhanca

da origem em L. Como
F=00)={zel:|f(z)l <o} ={zeL:[6"f(z)| <1} ={07"f}o € Bw,

segue que f € (L,o(L,L"))".

Teorema 2.5.4. Suponha que L é um elc e C' é um subconjunto fechado e convexo de
L. Entao C € fracamente fechado.

Demonstragao. Se x ¢ C, existem ro > 0 e f € L' tais que f(x) < rg, para todo
r € Ce f(rg) > ro. Assim, xg € f~((rg,00)) e C'N f~1((rg,00)) = 0. Logo, L\C é

fracamente aberto e por isso C' é fracamente fechado. O]

Definigao 2.5.2. Seja L um elc. A topologia fraca estrela em L', denotada por

o(L', L), é a topologia gerada pela colegao de fungoes (¢z)zer, onde ¢, : L' — R dada

por ¢x(f) = f(x).

Proposigao 2.5.5. Seja L um elc. Entao

(a) Para cada x € L, a fungao ¢, : (L',o(L', L)) — R é continua;

(b) O conjunto By« = {A° : A é finita em L} ¢é base de vizinhancas da origem para
a topologia fraca estrela;

(¢) A topologia o(L’, L) é Hausdorff;

(d) (L',o(L', L)) é um elc.

Demonstracao. (a) Resultado fornecido na construgao da topologia.
(b) Note que 0 € int(A°). De fato, como (—1,1) é aberto em R e ¢,(0) = 0(x) =
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0 € (—1,1), segue que 0 € ¢, '((—1,1)). Logo,

0e N e'((-1,1) c A°

z€EA

para todo A finito em L.
Sejam A, B finitos em L. Entao AU B é finito em L. Assim,

(A)°N(B)° = (AUB)° € By-.

Seja U vizinhanga da origem (L', o (L', L)). Entao existem xy,..., 2, € L, 0z, -, Pu,

e abertos Ay,..., A, C R com
(en (A) C U
i=1

Para cada i, existe 0; > 0 tal que [—¢;,0;] C A;. Faca § = min{dy,...,d,}. Assim,
#a, ([=0,0]) € 9, (Ai)
para todo i. Considere A = {6~'zy,...,0 2, }. Assim,

FeA & |f(6 ) <1,V
& e (Ol =I1f(z)] <6,V

<~ f € ﬂ@;l([—(sa 5])
=1

= fe[ e (A)
=1

Portanto, A° C U.
()
Se f # 0, entao f(L) = R. Assim, 2 € f(L), ou seja, existe x € L com f(z) = 2.
Logo, f ¢ {z}°. Portanto,
A ={o}.

A finito em L

(d)

Se A é finito em L, entao 2A é finito. Assim,
1 (o] [¢]

Vejamos que
1 1
—A°+ -A° C A°.
2 + 2
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De fato, dados f,g € A°, temos

1

2F@) + 2g(@)] < 21F@)] + o)) <

- -1
2 2 2 2

1
2

N —

quando x € A. Se A é finito, entao A é limitado. Logo, A° é absorvente. J& provamos
que A° é convexo e equilibrado. Agora, mostraremos que 7' : L' — L’ definido por

T(f)=f+ fo é continuo em o(L', L). Com efeito,

e como [+ fo € L/, segue que ¢, (T(f)) é continua. De maneira andloga, vemos que
T=Y(f) = f — fo é continua em o(L’, L). Portanto, (L',o(L, L)) é um elc. O

Suponhamos que L é um elc. Defina

v =][R

xzeL

e a aplicacao projecao P, : Y — R por P,(w) = w,, onde w = (wy)zer. Munindo YV

com a topologia produto, P, é continua. Vejamos que

v (L,o(l/,L)) — Y
f — (f(x))wEL

é um isomorfismo topoldgico sobre a sua imagem. Para verificar que ¥ é continua,

vemos que

Pe(W(f)) = Pol(f(2))aer) = f(2) = ¥ (f)

é continua. Dados f,g € L' e ¢ € R, entao

U (f +cg) = (f(x) + cg(@))oer = (f(2))aer + c(9(2))aer = V(f) + ¥ (g)

¢ linear. Suponha que ¥(f) = ¥(g). Assim,

(f(x))ecr = (9(x))ecr = f(z) = g(x), V2 € L.

Logo, ¥ ¢é injetiva, e portanto ¥ : (L',o(L', L)) — ¥(L') é bijecao. Vejamos que ¥~ ! é
continua. Dado w € W(L'), existe f € L' com w = (f(x))zer. Assim,

o (0 (w)) = 0u(UH(f(@))zer)) = @a(f)

é continua. Portanto ¥ é um isomorfismo topoldgico sobre a sua imagem.
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Teorema 2.5.6 (Banach-Alaoglu). Suponha que L € um elc e U € vizinhanga da origem

em L. Entao U° é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstragao. Seja C' uma vizinhanca fechada, convexa e equilibrada da origem con-
tida em U. Considere p¢ o funcional de Minkowski. Como 0 € int(C') e C' é equilibrado,
segue que pco é uma seminorma continua. Note que, para todo x € L e todo € > 0,

temos
po(x)+e€l, =€ (po(zr) +¢)C C (po(z) +e)U = ————x € U.
Agora, se g € U°, entao

lg( ) <1=lg(x)| < pc(x)+e,Ve > 0.

R i
po(x) +¢

Fazendo € — 0, segue que
l9(2)| < pelx),Vg € U°.

Note que

felU’ < |f(x)|<1,VxeU
& e <L, VeeU
s feeH[-1,1),Vz eU
& fe)e:'(-11).

zcU
Logo, U° é fechado na topologia fraca estrela. Sendo ¥ : (L',o(L',L)) — ¥(L') um
homeomorfismo, (U°,o(L', L)) é homeomorfo a ¥ (U®) na topologia produto. Ademais,

se w € U(U®), existe f € U° com w = (f(x))zer. Assim, para cada z € L, temos

|Po(w)| = [Po((f(%))aer)| = | f(2)] < pe(z).

Portanto, ¥(U°) C H{c € R : |¢] < pe(x)}. Como H{c e R: || < pelz)} é
el el
compacto e ¥ (U?) é fechado, segue que ¥(U°) é compacto na topologia produto. Logo,

U° é compacto na topologia fraca estrela.
]

Suponha que L, M, sao dois espacos localmente convexos. Denotamos o conjunto
das transformagoes lineares continuas de L em M, por L.(L, M).

Sejam A limitado em L e U vizinhanca convexa e equilibrada da origem em M.
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Defina
NAU)={T € LL,M):T(A) C U}.

Note que 0(A) = {0} C U. Donde, 0 € N(A,U). Sejam A, B limitados em L e U,V

vizinhangas convexas e equilibradas da origem em M. Entao
Te NNAUB,UNV)=T(AUuB)CcUNV.

Assim,

T(A)CT(AUB)cUNV cU=TeN(A/U).

De maneira andloga, vemos que 7' € N(B,V). Logo, N(AUB,UNV) C N(A,U)N
N(B,V).

Vejamos que N(A,U) é absorvente. Dado T' € L.(L, M), como A é limitado e U é
vizinhanga da origem em M, segue que existe ¢ > 0 com T(A) C cU. Se |t| > ¢, entdo

T(A) CtU =t 'T(A) CcU=t'T e N(AU)

e, por isso T € tN (A, U), para todo |t| > c.
Verifiquemos que N(A,U) é equilibrado. Se [t| <1eT € N(A,U), entao

tT'(A) CtU cU =tT € N(A,U).
Note que N(A,U) é convexo. De fato, dados T, W € N(A,U) e t € [0, 1], temos
trA)+1-t)WA)ctUc(1-t)U CU.

Logo, tT + (1 —t)W € N(A,U), quando t € [0,1].
Mostraremos que s N(A,U) = N(2A,U). Dado T € N(A,U), temos

1 1 1
5T(2A) C §U cU= §T € N(2A,U).

Se T € N(2A,U), entdo T(24) C U. Defina W (z) = 27(z). Assim, T'(z) = s W () e

Logo, .
WeNAU)=T e §N(A,U).

Para U, existe V' vizinhanca convexa e equilibrada da origem em M com V+V C U.
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Assim, se T, W € N(A,V), entao
TA+WA) CcV+V CcU=T+WeNAU).

Portanto, N(A,V) + N(A,V) C N(A,U).

Note que se A é finito em L obtemos o mesmo resultado. Agora, considere
B, ={N(A,U): Aéltdo em L e U é vizinhanca convexa e equilibrada do 0 em M}.

Entao, existe uma topologia 7; gerada por B; em L.(L, M) que o torna elc. Chamaremos
tal topologia de topologia da convergéncia limitada.
Defina

B, ={N(A,U): A éfinito em L e U ¢é vizinhanga convexa e equilibrada do 0 em M }.

Da mesma forma, existe uma topologia 7, gerada por B, em L.(L, M) que o torna elc.

Chamaremos tal topologia de Topologia da convergéncia pontual.

Proposicao 2.5.7. Suponha que L é um elc Hausdorff e D é um subconjunto de L

nao vazio, limitado, fechado, convexo e equilibrado. Seja o conjunto

Lp=|JrD.
r>0
Entao Lp é um subespaco de L e, (Lp,pp) é um espago normado com a bola unitaria
fechada D. A topologia da gerada pela norma em Lp é mais fina do que a topologia
induzida por L. Finalmente, se D é semi-completo como subespago do grupo topoldgico

(L,+), entdao (Lp,pp) é um espaco de Banach.

Demonstracao. Sendo D equilibrado, segue que 0 € D. Dados z,y € Lp, existem

r,s>0comx €rDeyé€ sD. Assim,
r+yerD+sD=z+yec(r+s)D.

Agora, se ¢ > 0, entdo cx € (er)D. Quando ¢ = 0, temos 0z € D e para finalizar

quando ¢ < 0, temos cx = (—c)(—z) € (—c)rD. Logo, Lp é um subespago de L.
Vejamos que pp é uma norma. Com efeito, sendo D equilibrado, segue que pp é

uma seminorma. Dado z € Lp\{0}, como L é Hausdorff, existe U vizinhanga convexa

e equilibrada da origem em L com x ¢ U. Como D é limitado, existe d > 0 tal que

DcdU =d'DcU.
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Como z ¢ U, segue x ¢ d~'D. Entao pp(z) > d~! > 0. Portanto, pp é uma norma.
Vejamos que D é fechado em (Lp,pp). Sejay € Lp com pp(y) < 1. Assim, para

cada n € N temos .
1
1—)y) <(1—--)< 1
po((1= )y < (1--)
Portanto, (1 — 1)y € D, para cada n € N. Dal,
. 1 —
y=lim(l——-)ye D
n—oo n
e como D é fechado, vemos que y € D.
Mostraremos que a topologia gerada pela norma ¢ mais fina do que a topologia
induzida por L. Sejam x € Lp e V vizinhanca de x em L. Entao, V — x é vizinhanca

da origem em L. Assim, existe ¢ > 0 com D C ¢(V — z). Dali,
c'DcV—-z=z2+c'DcV=2+c'DCVnLp.
Dado y € V, existe U, vizinhanca de y em L com U, C V. Dai, existe ¢, > 0 com
Y+ c;lD cu,cCV.

Portanto,
V=|Jw+e'D).

yev

Finalmente, suponha que D é semi-completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy
é convergente. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (Lp,pp). Sendo D limitado
em L e dada uma vizinhanca U da origem em L, existe r > 0 com D C rU. Assim,
r~'D C U. Para r~!, existe ng com pp(x, — x,,) < r~ ' quando m,n > ny. Note que
se x € Lp é tal que pp(rz) < 1, entdo rz € D. Logo, rxz € rU, donde, x € U. Dal,
{xp —xpm :m,n >ne} CU. Logo, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em L. Como (z,)
é sequéncia de Cauchy em (Lp,pp), segue que (x,) é limitada, isto é, existe s > 0 tal

Y2, € D para todo n. Vejamos que (s~ 'z,) é

que z, € sD para todo n, ou seja, s~
sequéncia de Cauchy em L. Se V' é vizinhanca da origem em L, entao sV é vizinhanca

da origem em L. Dai, existe ng com
{2, — 2 :m,n>ng} CsV = {s 'z, — s wm:mn>n} CV.

Portanto, (s7'z,) é uma sequéncia de Cauchy em L e, como s~ 'z, € D, segue que o
filtro elementar de (s~'x,) converge para y € D.

Afirmamos que z,, — sy em (Lp,pp). Dado £ > 0, existe ng com pp(x, — ;) < €,
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quando m,n > ng. Assim, pp(e™(z, — ) < 1 se m,n > ny, ou seja,
ez, —2p) €D =x, — 2, €cD

sempre que m,n > ng. Fazendo n — oo, temos z, — x,, — sy — x,, em L. Como
D fechado em L, entao €D ¢é fechado em L e sy — x,, € €D, se m > ng. Dali,

e Y(sy — x,,) € D, quando m > ng. Assim,

po(e sy — 1)) <1 = pp(sy —x,) <

sempre que m > ng. Portanto, x,, — sy em (Lp,pp). O]

2.6 Seminormas e Espacos de Fréchet

Suponha que L é um espaco vetorial. Se p; e py sao seminormas em L, dizemos que
p1 < p2 quando py(7) < py(x) para todo x € L. Note que p; < py, pois pi(x) = pi(z),
para todo x. Agora, se p1 < ps e py < p3, entao

pi(r) < po(z) < ps(x) = p1 < ps.

Uma familia F de seminormas é dirigida se para quaisquer py,p, € F, existe
ps € F tal que py < pseps <ps. Sepe Fer e (0,00), definimos a bola aberta em
L, por

B(p,r)={x € L:p(x) <r}.

Note que, se p;1 < ps e 0 < s < r, entao
B(pa,s) € B(ps, 7). (2.7)
De fato, dado = € B(ps, s), temos
pi(x) < paz) <s <.

Logo, x € B(py,7).
Considere
By ={B(p,27"):pe F,necN}

Se p é seminorma, entdo p(0) = 0 < 27", para cada n € N. Assim, 0 € B(p,27").
Sejam B(py,27"), B(p2,27™) € By. Entao, existe p3 € F, tal que p; < p3 e p2 < ps.
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Faca [ = max{n,m}. Daf, 27/ < 27" e 27! < 27™. Aplicando (2.11), temos
B(ps,27") € B(p1,27") e B(ps,27") C B(p2,27™).

Portanto, B(ps,27!) C B(p1,27") N B(py, s™™).

Verifiquemos que B(p,27") é absorvente. Sejam x € L e |t| < %. Assim,
p(tz) = |t|p(z) < 27D _p) <2 =tx e B(p,2™").
p(a) +1

p(x)+1
2

Por isso, x € cB(p,27") sempre que |c| > Z575. Agora, vamos mostrar que B(p,27")

é equilibrado. Se x € B(p,27") e |t| < 1, entao
p(tz) = [t[p(z) < p(z) <27

Vejamos que %B(p, 27") = B(p,2~"*Y). Com efeito, dado = € B(p,2™™), temos
. 2—n — 2—(%-{-1)'
Agora, seja x € B(p,27 "™V} e defina y = 2z. Entao, z = 1y e

p(y) = p(2z) = 2p(2) <227 =27,
Logo,
1
ye B(p,2")=>zx¢€ §B(p, 27M).
Finalmente, £B(p,2™") + :B(p,2™") C B(p,2™"). Dados z,y € B(p,27"), temos

1 1 1 1 1 1

Z Zy) < = Z < .9y Z .97 — 9=(ntl) 4 9=(n+l) _ 9—(n+l) 9 _ 9-n
PG +5y) < opla)+5ply) < 527"+ 5 +
e por ultimo mostraremos que B(p,2™™) é convexo. De fato, sejam x,y € B(p,27") e
t € (0,1). Assim,

plte+ (1 —t)y) <tplx)+ (1 —t)ply) <27"t+27"(1—t)=2"".

Portanto, existe uma topologia 77 em L que o torna elc. Chamaremos tal topologia de

topologia gerada por F.

Proposicao 2.6.1. Sejam um espaco vetorial L e uma seminorma p em L. Se x € L
er € (0,00), entao

x+ B(p,r) = BP(x,r)
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onde BP(z,r)={y € L:p(y —x) <r}.
Demonstracdo. Inicialmente, mostraremos que BP(x,r) C x + B(p,r). Dado z €
Bp(as, 1), temos p(z — x) < r, e portanto

z—x € B(p,r) = z€x+ B(p,r).

Agora, vejamos que x + B(p,r) C B”(m,r). Dado z € = + B(p,r), existe y € B(p,r)
tal que z = = 4+ y. Assim,

zmaw=y=pl—y)=ply) <r

e, portanto z € B?(z,r). ]

Proposicao 2.6.2. Suponha que L é elc. Seja B; base de vizinhancas da origem em

L consistindo de conjuntos equilibrados e convexos. Considere
f = {pv . V - Bl}
onde py é funcional de Minkowski associado a V. Entao F é uma familia dirigida de

seminormas em L, e a topologia gerada por F é a topologia original.

Demonstracao. Sendo V equilibrado, segue que py € seminorma. Agora, vamos mostrar
que F ¢é uma familia dirigida de seminormas em L. De fato, dados U,V € By, existe

WeB comW CcUNV. Assim, W C U. Dali,
zetWctU={t>0:zectW}Cc{t>0:2zectU},

ou seja, py(x) < pw(z), para todo « € L. De maneira andloga, vemos que py(z) <
pw(z). Na topologia original, py é continua. Entdo, B(py,r) = py,' ((—00,7)). é aberto
na topologia original. Dado U € By, existe V € B; tal que V C U. Agora, se W € By,
entdao B(pw,1) C W. Logo, dado V € By, existe U € By tal que U C V. O

Definicao 2.6.1. Um espaco localmente convexo é chamado espago de Fréchet se é

metrizavel e completo.
Lema 2.6.3. Sejam a, b, c € R tais que a,b,c >0 e c < a+b. Entao

c a b
< + .
14+¢ 1+a 140

Demonstracao.

c<at+b=c<a+b+2ab+ abe.
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2. Espacos Localmente Convexos

Assim,
(1+a+b+ab)c = c+bc+ac+abc < a+b+2ab+bc+ ac+2abc = (1+¢)(a+b+2ab).

Dali,

c_ . (1+ba+ (1+a)

(A+a)(i+b)e < L+ e)((+b)at (L +a)h) = - < e

Logo,
c a b

l4+c¢— 1+a+1+b'

]

Suponhamos que F = {p1, pa, ...} é uma familia dirigida e enumeravel de seminor-
mas em L tais que p, < p,, se m > n, e 7 é Hausdorff. Entéo (L, 7x) é um espago

localmente convexo. Agora, vamos definir em L uma métrica d. Dados x,y € L, defina

i pilw—y)
22 1+pj x—y)

Se x € L\{0}, entdo existe p € F tal que p(x) > 0. Além disso,

d(z,y) = ZQ—jL Z j—) =d(y, )

1+pj )

e p(x —y) < plxr —2) +p(z —y), para todo z € L. Pelo lema anterior, segue que d é
uma métrica em L.

Agora, vamos mostrar que 7 = 74, onde 74 é a topologia gerada por d. Para isso,
basta provarmos que uma bola B € 75 e cada x € B, existe um aberto basico V € 7x
tal que x € V C B, e para cada aberto basico V € 7x e cada x € V, existe B € 7, tal
quex € BCV.

Primeiramente, provaremos que
VYneN, Vr>0, Vge L, 3e >0: B(q,e) C Bp”(q,r).

De fato, tomando 0 < &€ < min{2™" } entdo

72n1+

e<2"=2%<1l=1-2"%>0

2"e <
r
1 —2n¢

2”5<L@2”5+2”5r<r<:»2"5<r(1—2”5)@
1+r
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2. Espacos Localmente Convexos

Se x € B(q,¢), entao

1+ pj(z —q)
1+ pj(z —q)
pi(z —q)
1+ pj(z —q)
pj(x —q) < 2+ 2epi(z —q)
pi(z —q)(1 — 2¢) < 2¢
e _
1—2iz "

d(z,q) <e = ZTJM <e
j=1

4

<e Vg

< 2¢e,Vj

I O

pi(r —q) <

Portanto, B(q,€) C BPi(q,r), para todo j.

Agora, provaremos que
Vr >0, Vn €N, Vg € L. Se y € BP"(q,r), entdo existe ' > 0 : BP"(y,r') C BP(q,7).
De fato, tome ' = r — p,(q — y) e & € BP"(y,7') entdo

Pl —y) <7 —=pulg—y) = Pz —y) +pulqg—y) <r =palz —q) <7

Portanto, B (y,r’") € B™(q,7).
Finalmente, vamos provar que 7 = 74. Inicialmente, verifiquemos que 7 C 7y4.

Com efeito, dado um aberto basico V' em 7z, tem-se que V é da forma
n
m B (qi, i)
i=1

Se x € V, entdo & € BPi(g;,;) para todo i € {1,...,n}. Para cada r;, existem 1} > 0
tais que BPi(x,r}) C BPi(q,r;). Para cada 7/, existem &; > 0 tais que B(z,&;) C
BPi(x, 7). Assim,

B(z,&;) C Bpi(a:,rg) C Bpi(qi,ri).

Tomando € = min{ey, &,} > 0, entdo
B(x,¢) C BY(¢;,r;) = B(z,e) C V.

Verifiquemos que 74 C 77. De fato, sejam B uma bola aberta em 75 e x € B, existe
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r > 0 tal que B(z,r) C B. Como
> 2
i=1

é convergente, existem n € N e ¢ € (0,1) tais que

iQ‘ZKg

i=n+1

n . r
27") < -
c(; ) <5

Tomando ¢ = = > 0, afirmamos que BPe(z,e) C B(x,r). Dado y € BP(z,¢), temos

C C
n - < — = m - <—7v S
puly =) < 37— Py —2) < g, Vm=<n
= pu(y—2) <c+cpnly—z), Vm <n
pm(y — )

— < VYm<n.
1+ pn(y — 2)

Portanto,
27" _pily=o) < 27" < =
e consequentemente
— z ) . —1q pz(y - $)
2t = g—v 2\
Z 1+pz T+pily—x) ; 1+p¢(y—$)

» x) roor
—<— — =
PV e e REAS

Logo, B (z,¢) C B(x,r) C B.

Exemplo 2. 6 1. Considere ]R[[ ]] o conjunto das séries formais. Dados p,q € R][z]]
com p(x Zax e q(x be e A € R. Definimos
=0
Ptq= Z(Gi +b)ate N p= Z(Aai)xi
i=0 i=0

Com as operagoes definidas acima, segue que R[[z]] é um espaco vetorial. Para cada

n € N, defina p,(q) = Z |b;|. Vejamos que p,, é uma seminorma. De fato, p,(0) =
i=0
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2. Espacos Localmente Convexos

Z |0] = 0. Além disso,

1=0

=D bl = A D (bl = Al pale)
1=0 1=0

n

pn(p+q)=Z|az+b|<Z |ai| + b:]) ZI%HZI’?I—% ) + palq)-

=0

Logo, p, é uma seminorma em R[[z]]. Considere
F ={pn:n €N}

Verifiquemos que F ¢é uma familia dirigida de seminormas e que p,, < p,, se m < n.

Com efeito, dados py,, pn, € F, tome ng = max{ni,ns}, e portanto

Pu(@) = D10l < 1bi| = g ()
1=0 1=0

no ns3
Pao(@) = ) [0l < 1bil = pay(q)
=0 i=0

Logo, R[[z]] é um elc com a topologia gerada por F. Note que, se m < n, entao

Z|b|<2|b|+2|b|—pn

1=m+1

Agora, vamos definir uma métrica em R[[z]]. Defina

i z Q>
22 '1+pz —q)

Além disso, a topologia gerada por d é igual a topologia gerada pela familia de semi-

normas. i,
Vejamos que (R[[z]], d) é completo. Dada uma sequéncia de Cauchy (Z agn)xi)ff:o.
i=0
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Para cada ¢ € N fixo, dado € > 0, existe ng € N tal que

pz(i a§~n)xj — i agm)xj )

Jj=0 j=0

IR WS
j=0 j=0

<€

se m,n > ngy. Para e = %, existe nq € N tal que se m,n > n; tem-se

oo o0

(Y _aal = a"a) 1 = o
j=0 j=0 (n)j (m), j
= <§:>pi(jz:;aj xJ—JZ:O:aj ) < 1.

(e = 3 e
=0 §=0

Note que

[e.9] o0

pi(>afa? =" al"M )

o) o o] . 00 o o) . ' 0 o
pi(Q_ae = afMal)) = (Lpi(D_aa =Y aMal)) ——— =
=0 =0 =0 Jj=0 1+ Pz(z agn)xj . Z ag.m)l‘j)
§=0 §=0

e, por isso pz(z ag-n)xj - Z a§-m)a:j)) — 0 quando m,n — co. Mais ainda,
=0 =0

Z |a,(-m) — agn)| —0= |a§-m) — a§")| —0

para cada j € N fixo. Assim, (ag-n)

) = b;, para cada j. Verifiquemos que

) é uma sequéncia de Cauchy em (R, |- |). Logo,
(n

existe b; € R com lim a;

n—0o0

i agn)xi — i bix'.

1=0 i=0

Note que pj(z agn)xi — Z biz') — 0 para todo j € N fixo. Assim,

=0 1=0

gi P — 3% i)

o () = — — 0
1+ pj(zizo a; Tt — Zz‘:o bz-:pl)
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para todo 57 € N. Dado s > 1, temos

5 oo _(n) i o0 i
Z 9 P T =D, bir') 0.

=0 14+ pi (>, agn)xi — Yoo bixt)

Fazendo s — oo, segue que

d(i "', i bix') = i g1 Pz afxt — 32X bia)
i=0

= 1+ p (X aat — S bt
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Capitulo 3
Os Teoremas Classicos

Este capitulo esta destinado a demonstrar o Teorema da Limitacao Uniforme, o
Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema do Grafico Fechado. Para este fim, alguns
resultados auxiliares serao demonstrados.

Novamente vamos considerar que o corpo seja R.

3.1 Trés Propriedades Especiais

Sejam L um espaco vetorial, A e B subconjuntos de L. Dizemos que A absorve B

quando existe ¢ € R tal que B C cA.

Definicao 3.1.1. Suponha que L é um espaco de Hausdorff localmente convexo.

(a) Um tonel em L é um subconjunto fechado, equilibrado e absorvente;

(b) L é dito tonelado, se todo tonel em L é vizinhanca da origem em L;

(c) L é dito infratonelado, se todo tonel em L que absorve qualquer conjunto
limitado em L é vizinhanca da origem em L;

(d) L é dito bornolégico, se qualquer subconjunto convexo e equilibrado em L que

absorve qualquer conjunto limitado em L é vizinhanca da origem em L.

Da definicao, segue que
(tonelado) = (infratonelado) < (bornoldgico).

Proposigao 3.1.1. Suponha que L é um espago de Hausdorff localmente convexo e N
¢ um subespaco de L fechado.

(a) Se L é tonelado, entao L/N é tonelado;

(b) Se L é infratonelado, entdao L/N é infratonelado;

(c) Se L é bornoldgico, entdo L/N ¢é bornoldgico.
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3. Os Teoremas Classicos

Demonstragao. Considere ® a aplicacao natural e B um subconjunto de L/N convexo
e equilibrado. Entao, ®!(B) ¢é convexo e equilibrado em L. Se B ¢é absorvente, entao
®~1(B) é absorvente em L. Finalmente, se B é fechado em L/N, entao ® !(B) é
fechado em L.

Suponhamos que B absorve qualquer conjunto limitado em L/N. Se A for limitado
em L e, como ® é continua, segue que ®(A) é limitado em L/N. Logo, existe ¢ € R
tal que

®(A) CcB= ACcd'(B).

Dessa forma, ®~!(B) absorve qualquer conjunto limitado em L.

(a)

Seja B um tonel em L/N. Entdao, ®'(B) é um tonel em L. Como L ¢ tonelado,
segue que ®1(B) ¢ vizinhanga da origem em L e, por ® ser uma aplicacio aberta,
segue que B = ®(®~!(B)) é vizinhanca da origem em L/N.

(b)

Seja B um tonel em L/N que absorve qualquer conjunto limitado em L/N. Entao,
®~1(B) é um tonel em L/N que absorve qualquer conjunto limitado em L. Logo,
®~1(B) ¢é vizinhanca da origem em L e, por ® ser uma aplicagao aberta, segue que
B = ®(®~(B)) é vizinhanga da origem em L/N.

()

Se B ¢ convexo e equilibrado em L/N, entao ®~!(B) é convexo e equilibrado em
L, e portanto ®~!(B) é vizinhanga da origem em L. Logo, B é vizinhanca da origem
em L/N.

L]

Proposicao 3.1.2. Suponha que L e N sao espacos de Hausdorff localmente convexos.
(a) Se L e N sao tonelados, entdao L x N é tonelado;
(b) Se L e N sao infratonelados, entdo L x N é infratonelado;

(¢) Se L e N sao bornolégicos, entao L x N é bornoldgico.

Demonstracao. Suponhamos que A é limitado em L. Entao, dada uma vizinhanca

U x V da origem em L X N, existe ¢ € R tal que
ACcU=Ax{0} CcUxcV=cUxV).

Logo, U x V absorve A x {0}, e portanto, se A é limitado em N, entdao U x V' absorve
{0} x A, para qualquer U x V vizinhanga da origem em L X N.
Seja B um subconjunto convexo e equilibrado em L x N. Considere P, Py as

projegoes sobre L e N, respectivamente, e definimos By, = P;'(B N (L x {0})) e
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3. Os Teoremas Classicos

By = Py (({0} x N)N B). Assim, By, e By sdo convexos e equilibrados e

Bp x {0} =Bn (L x{0})

{0} x By = BN ({0} x N).

Se B ¢ absorvente em L x N, entdo dado (z,0) € L x {0}, existe ¢ > 0 tal que
(z,0) € tB, se [t| > ¢

e assim (z,0) € t(BN (L x {0})), sempre que |t| > ¢. Logo, BN (L x {0}) é absorvente
em L x {0}. Portanto, B, ¢ absorvente em L. De maneira andloga, vemos que By ¢é
absorvente em N. Agora, se B for fechado em L x N, entao By, e By sao fechados em
L e N, respectivamente.

Suponhamos que B absorve qualquer conjunto limitado em L x N. Entao, dado A

limitado em L, existe ¢ € R tal que
Ax {0} Ce(BN(Lx{0})=ACcBy.

De forma similar, se A é limitado em NN, entao By absorve A.

(a)

Se B é um tonel em L x N, entao By, e By sao toneis em L e N, respectivamente.
Assim, By e By sao vizinhancas da origem em L e N, respectivamente. Note que,

dados z € By, e y € By, temos

1

1 1
- — —(2.0) + =(0 B
Q(x,y) 2(1-, )+2( ,Y) € B,

ou seja, %(BL X By) C B. Logo, B é vizinhanga da origem em L x N.

(b)

Se B é um tonel em L x N que absorve qualquer conjunto limitado em L x N,
entao By, e By sao toneis que absorvem quaisquer conjuntos limitados em L e N, res-
pectivamente. Assim, By e By sao vizinhangas da origem em L e N, respectivamente.

Note que, dados x € B e y € By, temos

1 1 1
§(x7y) - E(Ivo) + §(Ovy) € B7

ou seja, %(BL X By) C B. Logo, B é vizinhanga da origem em L x N.

()
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Se B é convexo e equilibrado em L x N, entao By, e By sao convexos e equilibrados
em L e N, respectivamente. Assim, B; e By sao vizinhancas da origem em L e N,

respectivamente. Note que, dados x € By e y € By, temos

1 1 1
- == - B

ou seja, 5(By, x By) C B. Logo, B ¢ vizinhanga da origem em L x N. O

Definicao 3.1.2. Um espaco topologico X é um espago de Baire, se qualquer uniao

enumeravel de fechados de interior vazio possui interior vazio.
Exemplo 3.1.1. Todo espago métrico completo é espaco de Baire.

Teorema 3.1.3. Suponha que L é um espaco de Hausdorff e de Baire localmente

convezro. Entao, L € tonelado. Em particular, todo espaco de Fréchet é tonelado.

Demonstrag¢ao. Sejam B um tonel em L e 7, s € R tais que 0 < r < s. Entao,

TB:S-(CB) C sB,
s

pois B ¢ equilibrado e = < 1. Note que,

L:UnB.

Com efeito, dado = € L, existe ¢ > 0 tal que x € tB, sempre que |t| > c¢. Escolha
n € N tal que n > ¢, entao € nB. Sendo L espago de Baire, existe ng € N tal
que int(ngB) # (). Como int(ngB) = ng - int(B), segue que int(B) # 0, isto é, existe
y € int(B) e por isso, —y € B. Dai, 0 € (y, —y) C int(B). O

Definicao 3.1.3. Suponha que L é um espago vetorial. Dizemos que A absorve todos

os pontos de B, se para cada z € B, existe ¢ > 0 tal que
x € tA, sempre que |t| > c.

Proposicao 3.1.4 (Principio da Absorgao). Suponha que L é um espago de Hausdorff
localmente convexo, A e B sao subconjuntos de L fechados, equilibrados e convexos.

Se A é limitado e semi-completo e B absorve todos os pontos de A, entao B absorve

A.

Demonstracao. Se A = (), entao A C B. Agora, suponhamos que A # (). Pela
Proposigao 2.5.7, (La,pa) é um espaco normado e, como A é semi-completo, segue

que (La,pa) é um espaco de Banach. Verifiquemos que BN L4 é um tonel em L 4.
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Com efeito, como B e L, sao convexos e equilibrados, segue que B N L4 é convexo e
equilibrado.

Vejamos que B N Ly é absorvente em L 4. De fato, dado y € L4, existe s > 0 tal
que y € sA, ou seja, existe © € A com y = sx. Para x, existe r > 0 tal que x € tB,

sempre que r < [t|. Se || > sr, entdo
B < (sr) t=|sp | <rt=s8 v e B=p3'yeB.

Dai, y € aB, sempre que |a| > sr. Portanto, BN L4 é um tonel em Ly e por isso,

BN L, é vizinhanga da origem em L,4. Como A é limitado, existe ¢ € R tal que
ACc¢(BNLy) CcB.

]

Corolario 3.1.5. Seja L um espago de Hausdorff localmente convexo. Se L ¢é infrato-

nelado e semi-completo, entao L é tonelado.

Demonstracao. Sejam B um tonel em L e A um conjunto limitado. Entao, (A°), é
fechado, convexo, equilibrado e limitado. Dada (z,) uma sequéncia de Cauchy em
(A°),, existe x € L tal que =, — x. Assim, z € (A°),, pois (A°), é fechado. Pelo
Principio da Absorgao, segue que B absorve (A°),. Como A C (A°),, B absorve A. [

Definicao 3.1.4. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é 1 enumeravel, se

cada ponto de X possui base de vizinhancas enumeravel.

Lema 3.1.6. Suponha que L é um espaco vetorial topoldgico 1 enumeravel e U é
vizinhanga aberta da origem em L. Entao, existe B = { By, By, ...} base de vizinhangas
da origem tal que

(a) By C U;

(b) Bj = —B;;

(¢) Bjs1 + Bj11 C B

Demonstra¢ao. Como L é 1 enumerdvel, existe B’ base de vizinhangas da origem enu-

meravel. Defina

B'={Bn(-B):BeB}

Verifiquemos que B” é base de vizinhancas da origem. Seja V' vizinhanca da origem em
L. Entao, existe B € B’ tal que B C V. Assim, BN (—B) C V. Como todo elemento

de B’ é vizinhanca da origem, segue que todo elemento de B” é vizinhanca da origem.
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Por ultimo, dados By, By € B, existe By € B’ tal que B3 C B; N By. Assim,
Bs 0 (=Bs) C (B1N Ba) N ((=B1) N (=B2)) = (BN (=B1)) N (B2 N (=Ba)).
Para obter uma base de vizinhancas abertas da origem, defina
B" = {int(B) : B € B"}.
Para obter uma base de vizinhancas fechada da origem, defina
B” ={B:B¢cB"}.

Como U é vizinhanga da origem, existe C' € B” tal que C' C U. Chame B(1) = C

e como B’ é enumeravel, podemos enumerar B” da seguinte forma
B" ={B(1),B(2), B(3),...}.

Agora, construiremos B satisfazendo as condigdes do lema. Chame B; = B(1) e vamos
definir B, de modo que By + By, C By. Assim, escolha CM € B” tal que CM C
B; N B(2) e como CM § vizinhanca da origem, existem C®, C®) ¢ B" tais que

Cc? 4 0B c oW,
pois @ é continua. Escolha B € B” tal que B ¢ C® N C®). Assim,
B+Bcc®4+c® oW c B.

Chame By = B e para cada j € N, escolha C' € B” tal que C C B; N B(j + 1). Como

C' é vizinhanca da origem, existem E, F' € B” de modo que
E+FcCC.
Agora, escolha B € B” tal que B C EN F e chame B;;; = B. Assim,
Bjsn+Bjju CE+FcCCcCB,y.

Seja V' é vizinhanga da origem. Entdo, existe B(k) € B” com B(k) C V. Pode
ocorrer que k = louk = j+1,onde j > 1. Se k =1, entdo B; = B(1) C V. Se
k=741, entao

BisnCcB(j+1) CV.
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]

Do lema anterior, para qualquer j > 2, tem-se B,y C Bj.1 + Bj;1 C Bj e Bj +
Bji1 C Bj + Bj C Bj_;. Suponhamos, por indugao, que para n € N tem-se que

Bj —+ BjJrl -+ Bj+2 + ...+ BJJrn C ijl-
Assim,
Bj+Bj1+Bjot. . 4By = BiH(Bin Byt +Bgnm) C Bi+B; C Bt

Ainda com as hipdteses do lema anterior, vamos supor que L é completo. Para

cada n € N, escolha z, € B,, e defina

n
ynZE Zj.
Jj=1

Se m > n, entao

Ym — Yn = Z Tj € Byp1 + Bingny+1 + -+ -+ Bk ) +(m-m+1)) C By

Jj=n+1
e
Yn = Ym = —(Ym — Yn) € —Bn = By
Dado U vizinhanca da origem em L, existe ng € N tal que B,,, C U. Se m,n > ny,
entao

ym_ynEBnchnOCU,

onde n; = min{n,m}, ou seja, (y,) é uma sequéncia de Cauchy em L. Logo, existe

x € L tal que y,, — .

Proposigao 3.1.7. Seja L um espaco vetorial topologico. Se A C L é compacto, entao
A ¢ limitado.

Demonstracao. Seja V' vizinhanga da origem em L. Entao, existe W vizinhanga equi-
librada da origem em L tal que W C V. Fixe x € A, e assim, %as — 0, pois {z} é
limitado. Logo, existe ny € N tal que %x e W, se n > ng. Dessa forma, x € nW, se

n > ng. Portanto,

AC UnW

neN
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Como A é compacto, existe n; de forma que

ACOz’W.

i=1

Note que, se 1 < n < nq, entao nll < 1. Dali,

"WeW = aW W,

ni

Logo,
ni n1
AclJiw clmW =nW cnyV.
=1 =1

]

Proposicao 3.1.8. Suponha que L é um espaco de Hausdorff localmente convexo. Se

L é 1 enumeravel, entao L é bornoldgico.

Demonstra¢ao. Sendo L 1 enumerdvel, existe B = { By, By, ...} base de vizinhangas da
origem tal que B + Bji1 C Bj. Assim, B;;1 C Bj. Seja C' um subconjunto convexo
e equilibrado de L que absorve qualquer conjunto limitado.

Suponhamos, por absurdo, que C' nao ¢é vizinhanca da origem. Entao, para cada
n € N, existe B, tal que 1B, ¢ C. Dai, B, ¢ nC e escolha z, € B,\C. Por

n

construcao, x, — 0. Considere
A={z, :neN}U{0}

e vejamos que A é compacto. De fato, seja (Uy)rean uma cobertura A por abertos de
L. Entao, existe 8 € A tal que 0 € Ug, e dai, existe np € N com z,, € Ug, se n > ny.
Para cada i € {1,2,...,n¢}, escolha a; € A de modo que z; € U,,. Logo,

ACU,U...UU.

ano

U Us.

Portanto, A é limitado e por hipétese, C' absorve A, absurdo, pois A foi construido de
tal maneira que C' nao absorve A. n
Corolario 3.1.9. Espacos normados e espacos de Fréchet sao bornologicos.
Demonstracao. Espacos normados e espacos de Fréchet sao 1 enumeraveis. O

Teorema 3.1.10. Sejam L e N espacos de Hausdorff localmente converos eT : L — N
uma transformacgao linear. Considere as afirmagoes abaizo:

(i) T é continua;
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(i1) Se x,, — 0 em L, entao T'(z,) — 0 em N;

(i1i) T é limitada.

Entao,

(i) = (1) = (iii) sempre, e (iii) = (i) se L é bornoldgico.
Demonstragao. (i) = (ii)

Ocorre devido a continuidade sequencial.

(id) = (i)

Sejam A limitado em L, (T'(z,)) uma sequéncia em T'(A) e (),) uma sequéncia em
R\{0} tal que A\, — 0. Entao,

AT (z,) = T(Apzxy,).

Como A é limitado, segue que \,x,, — 0 e, por hipdtese, A, T(z,) = T'(A\,z,) — 0.
Agora, suponhamos que L é bornolégico e vale (iii). Sejam V' vizinhanca equilibrada
e convexa da origem em N e A limitado em L. Por hipé6tese, T(A) é limitado em N.

Dessa forma, existe r € R tal que
T(A) CcrV =AcCrT V)

e, por isso T~1(V') é convexo, equilibrado e absorve qualquer conjunto limitado em L.
Logo, T7}(V) é vizinhanga da origem.

Sejam W aberto em N e z € T-Y(W). Entao, T(z) € W, e assim, T-'(W — T'(x))
é vizinhanga da origem em L. Logo, = + int(T~*(W — T(x))) é vizinhanga aberta de

x em L, com
T(x+int(T (W —T(x)))) = T(x)+T(int(T*(W —T(z)))) C T(x)+W —T(x) = W.

Portanto, z + int(T~Y(W — T(x))) C T-(W). O

3.2 Limitacao Uniforme

Sejam L e N espacos localmente convexos, A subconjunto de L e U subconjunto
de N. Defina,
NAU)={T € LAL,N):T(A) CcU}.

Lema 3.2.1. Suponha que L e N sao espacos localmente convexos e ¢ é um escalar

nao nulo. Entao, para cada A subconjunto de L e U subconjunto de N, temos
cN(A,U) = N(A,cU) = N(c A, U).
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Demonstracao. Note que

TeNAcU)=TA CclU & c'T(A) cU
ST 'A) cUsTeNCEAU).

Por outro lado,

TeNA )& TA CccU & c'T(A) CU
Sc'TeNAU)eTeceN(AU).

O

Proposicao 3.2.2. Sejam L e N espacos localmente convexos e F um subconjunto de
L.(L,N).

(a) F ¢é limitado na topologia da convergéncia pontual se, e somente se, para cada

x € L o conjunto
{T(z):TeF}

é limitado em N.
(b) F é limitado na topologia da convergéncia limitada se, e somente se, para cada

A subconjunto limitado em L o conjunto

U 74

¢é limitado em N.

Demonstracao. Note que,

F CeNAU)< FCN(A cU)
& T(A) C cU, paratodo T € F
e | Jrw) ca

TeF

(a)

F ¢ limitado na topologia da convergéncia pontual se, e somente se, para qualquer
A finito em L e U vizinhanca equilibrada e convexa da origem em N, existe ¢ tal que
F C ¢N(A,U). Assim, para qualquer A finito em L e U vizinhanca equilibrada e

convexa da origem em N, existe ¢ tal que

U 7(4) c .

TeF
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Por outro lado,

UTA) ={T@):TeFaeAy=|J{T(x):TecF}

TeF z€EA

é limitado em N se, e somente se, {T'(z) : T' € F} é limitado em N, pois A é finito.
(b)
F é limitado na topologia da convergéncia limitada se, e somente se, para qualquer
A limitado em L e U vizinhanga equilibrada e convexa da origem em [V, existe ¢ tal
que F C ¢cN(A,U). Assim, para qualquer A limitado em L e U vizinhanga equilibrada

e convexa da origem em N, existe ¢ tal que

U T(A) C cU.

TeF

]

Definigao 3.2.1. Sejam L e N espagos localmente convexos e F um subconjunto de
L.(L,N).

(i) F é equicontinuo, se para qualquer V' vizinhanga da origem em N, existe U
vizinhanga da origem em L tal que T'(U) C V, para todo T € F.

(ii) F ¢ limitado na convergéncia limitada, se F ¢é limitado na topologia da
convergéncia limitada.

(iii) F é limitado na convergéncia pontual, se F ¢é limitado na topologia da

convergéencia pontual.

F € equicontinuo se, e somente se, para qualquer V' vizinhanca da origem em N,

existe U vizinhanca da origem em L tal que para todo T' € F tem-se

TU)cVeUCT ' (V)eUc(T'(V).

Teorema 3.2.3 (Banach-Steinhauss/Principio da Limita¢ao Uniforme). Sejam L e N
espagos de Hausdorff localmente convexos e F um subconjunto de L.(L, N). Considere
as afirmagoes:

(i) F € equicontinuo;

(i1) F € limitado na convergéncia limitada,

(111) F é limitado na convergéncia pontual.

Entao,

(a) (i) = (ii) = (i1i) sempre;

(b) Se L é infratonelado, entao (ii) = (i);
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(¢) Se L ¢é sequencialmente completo, entao (iii) = (i1);

(d) Se L € tonelado, entao (i1i) = (i), ou seja, todas as afirmagoes sdo equivalentes.

Demonstragao. (a)

(i) = (ii)

Sejam A limitado em L e U vizinhanca equilibrada e convexa da origem em N.
Sendo F equicontinuo, existe V' vizinhanga da origem em L tal que T(V) C U, para
todo T € F. Como A é limitado, existe ¢ € R de modo que A C ¢V. Assim, ¢ A C V,
edal, T(¢c'A) C T(V) C U, para todo T € F. Logo,

F C N(c'AU) =cN(AU).

(ii) = (iid)

Se A é finito em L, entdao A é limitado em L. Assim,
B, C B.

(b)
Suponhamos que L é infratonelado e vale (i7). Dada uma vizinhanga U da origem

em N, existe U tonel em N que é vizinhanca da origem satisfazendo U C V. Defina

B=()7T7'(U).

TeF

Assim, B é fechado, equilibrado e convexo em L.

Verifiquemos que B é absorvente. Com efeito, dado x € L, existe ¢ € R tal que
F CeN(xz,U) = N(z,cU).
Dessa forma, T'(z) € cU, para todo T € F. Logo,

T € ﬂ T Y (cU) = ¢B.

TeF

Resta mostrar que B absorve qualquer conjunto limitado em L. Se A é limitado em L,

existe ¢ € R tal que
F CceN(AU) = N(c A U).

Assim, para todo T' € F, tem-se

T(c*A) cU=c'AcT H(U).
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Logo,
c'ACB=ACcBCcV.

()
Suponhamos que L é sequencialmente completo e vale (iii). Seja V' vizinhanca da

origem em N. Entao, existe U tonel em L que é vizinhanga da origem satisfazendo
U C V. Considere

B= ) 10),

TeF
e portanto B é um tonel em L, demonstragdo na parte (b). Se A é limitado em
L, entao (A°), é fechado, equilibrado, convexo e limitado e como B absorve todo os
pontos de (A°),, pelo Principio da Absor¢ao, B absorve (A°),. Assim, B absorve A,
pois A C (A°),, ou seja, existe ¢ € R tal que

A CcB.
Logo, para todo T € F, tem-se
Acel™(U)=c'AcT H(U)=T(cA) CU.
Portanto,
F C N(c'AU) =cN(AU).

(d)
Suponhamos que L é tonelado e vale (iii). Dada uma vizinhanga V' da origem em

N, existe U tonel em N que ¢ vizinhanca da origem satisfazendo U C V. Considere
B=(\T7'(U),
TeF

e portanto B é um tonel em L e, como L ¢ tonelado, segue que B ¢ vizinhanca da

origem em L. O

3.3 O Teorema da Aplicacao Aberta e o Teorema

do Grafico Fechado

Definicao 3.3.1. Suponha que X e Y sao espacos topolédgicos, e f : X — Y uma
funcao. Dizemos que f é aproximadamente aberta, se para todo aberto U em X

tem-se

fU) < int(f(U)).
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Exemplo 3.3.1. Sejam Y um espaco topoldgico e X um subespago denso de Y. Con-
sidere 7 : X — Y a aplicacao inclusao. Dado U aberto em X, existe V' aberto em Y

tal que U =V N X. Assim,

W) =U=VNXcVcV=VnX=0U=iU).

Logo, i(U) C int(i(U)).

Proposicao 3.3.1. Suponha que X e Y sao espacos topoldgicos e f: X — Y é uma
funcao. Entao as afirmagoes abaixo sao equivalentes:

(i) f aproximadamente aberta;

(i) Existe B base para a topologia de X (consistindo de conjuntos abertos) tal que
f(B) c int(f(B)), para todo B € B;

(iii) Para cada x € X, existe B, base de vizinhancas tal que f(x) € int(f(B)), para

todo B € B,.

Demonstracao. (i) = (ii)

Note que a topologia de X é base e, por definicao de aproximadamente aberta,
segue que f(B) C int(f(B)) para todo B é um aberto em X,

(i5) = (i4i)

Por hipétese, existe B tal que f(B) C int(m), para todo B € B. Defina

B,={Be€B:xzec B}

Vejamos que B, é base de vizinhancas. Com efeito, dada uma vizinhanca V de x, existe
WeBtal quex e W CV. SeUV € B,, entao U NV ¢ vizinhanca de x e como
U,V € B, existe C € B de modo que z € C' C UNV. Por ultimo, se B € B,, entao
B e Bex € int(B). Assim,

f(x) € int(B) C int(f(B)).

(idd) = (4) -

Sejam U aberto em X e x € U. Entao, existe B, tal que f(x) € int(f(B)), para
todo B € B,. Escolha B € B, tal que B C U, e assim,

f(B) C f(U) = f(B) C f(U).

Logo,

f(z) € int(f(U)),

para todo x € U. Portanto, f(U) C int(f(U)). O
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Corolario 3.3.2. Suponha que L e N sao espagos vetoriais topologicos e T': L — N
¢ uma transformacao linear. Denote por By, uma base de vizinhancas da origem em L.

Entao, T' é aproximadamente aberta se, e somente se, 7'(B) é vizinhanca da origem em

N, para qualquer B € B,.

Demonstra¢ao. Suponhamos que T'(B) é vizinhanga da origem em N, para qualquer
B € By. Dado x € L, {x + B : B € By} é base de vizinhangas de = em L. Note que,
para todo B € By, tem-se

0="T(0) € int(T(B)) = T(x) € T(x) + int(T(B)) = int(T(x + B)).

Reciprocamente, suponhamos que 1T é aproximadamente aberta. Dado B € B,

temos

0 € int(B) = 0 € T(int(B)) C int(T(int(B))) C int(T(B)).
]

Corolario 3.3.3. Suponha que L e N sao espacos de Hausdorff localmente convexos
e N é tonelado. Se T': L — N ¢é uma transformacao linear sobrejetiva, entao T' é

aproximadamente aberta.

Demonstracao. Seja By uma base de vizinhancgas convexas e equilibradas da origem em

L. Se Be Byeuxe€ L, existe c € R tal que

r€cB=T(x)eT(cB)=cI(B).

Assim, T'(B) é convexo, equilibrado e absorvente em N. Dessa forma, T'(B) é um tonel

em N. Logo, T'(B) é vizinhanga da origem em N. O

Lema 3.3.4. Suponha que L e N sao espacos vetoriais topoldgicos, By e B, sao bases
de vizinhancas em L e N, respectivamente, e f : L — N é uma transformacao linear.
Entao

(a) f é continua se, e somente se, 0 € int(f~'(B)) para todo B € By.

(b) f é aplicagao aberta se, e somente se, 0 € int(f(B)) para todo B € B,.

Demonstragao. (a)

Inicialmente, vamos supor que f é continua. Dado B € By, entio mt(B) é aberto
em N. Assim, f~!(int(B)) é aberto em L, com f~'(int(B)) c f~(B). Logo, 0 €
int(f1(B)).

Reciprocamente, suponhamos que 0 € int(f~*(B)) para todo B € B,. Dados U
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aberto em N e g € f~'(U), existe B € By tal que f(g) + B C U. Dai,
flo+fH(B)) = flo)+ f(fH(B)) C fl9) +BCU.

Logo, g +int(f~'(B)) € f~1(U).

(b)

Inicialmente, vamos supor que f é aplicacao aberta. Dado B € By, tem-se 0 €
int(B). Assim, f(int(B)) é aberto em N e

0 € f(int(B)) C int(f(B)).

Reciprocamente, suponhamos que 0 € int(f(B)) para todo B € By. Dados U
aberto em L e g € U, existe B € By tal que g+ B C U. Assim,

flg)+ f(B)=f(g+B)C f(U).

Por hipétese f(B) é vizinhanga da origem em N. Entao, f(g) + f(B) é vizinhanca de

f(g). Logo
f(g) € int(f(g) + f(B)) C f(U).

]

Teorema 3.3.5 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Suponha que L e N sao espagos de
Hausdorff localmente converos e T : L — N € uma transformagao linear continua.
Entao

(a) Se T € sobrejetiva e N € tonelado, entdo T € aprozimadamente aberta;

(b) Se T' € aproximadamente aberta e L € espaco de Fréchet, entio T € aplicagdio

aberta e sobrejetiva.

Demonstragao. (a)
Segue imediatamente do Corolario 3.3.3.
(b)
Sendo L espaco de Fréchet, segue que L é 1 enumeravel. Dada uma vizinhanca U
da origem em L, existe
By ={By,By,...}
de modo que By C U, B; = —Bj, Bj1 + Bjj1 C Bj e todos os B; sao fechados em L.

Afirmagao 3.3.1. Se V é vizinhanga da origem em L, entao T'(B,,) C T(B,) + V.

Demonstracao da afirmacao:
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Seja y € T(B,). Entao, [y — V] NT(B,) # 0, isto é, existem z,, € B, ¢ V41 € V
tais que T'(z,) =y — Vpy1. Assim, y = T'(z,) + vn11 €, por isso T(B,) C T(B,) + V.

Retornemos para a demonstracdo do teorema. Dado y € T(Bs), como T(Bs) é

vizinhanga da origem em N, temos T(Bs) C T(Bz) + T'(Bs). Assim, existem x5 € By

e y3 € T'(Bs) tais que
y =T(22) +ys.

Como y3 € T'(Bs3) e T'(By) é vizinhanca da origem em N, segue que T(B3) C T'(Bs) +

T'(By). Assim, existem x5 € B3 e ys € T(By) tais que

y3 = T'(x3) + Y.

Recursivamente, teremos T'(B,,) C T(B,,) + T(B,+1) para todo n € N. Assim, existem
T, € By e yp1 € T(Bpy1) tais que

Yn = T<xn) + Ynt1-

Logo,

y=T(z3)+ys=T(x2) +T(x3) +ys =... = T(Z ;) + Ynt1-
=2

Dali,
Ynt1 =Y — T(Z j).
i=2

n
Como L é completo, segue que ij — x, para algum x € L e, por T ser continua,

i=2
temos

i =y =T z;) =y —T(x).
i=2

Note que y, € T'(B,) para todo n e, se k > n, entao

By, C B, = T(By) C T(B,),

consequentemente, v € T'(B,,) para todo n. Como cada T'(B,) é fechado, segue que
y—T(x) € T(By).

Seja V' uma vizinhanca fechada da origem em N. Entao, existe B, € By tal que
B, C T7YV), pois T é continua. Assim, T(B,) C V e, como V é fechado, segue que

T(B,) C V. Sendo N Hausdorff, temos
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Note que By + B3 + ...+ B,, C B; para todo n, e portanto

i T; € By
=2

para todo n. Como B é fechado, segue que = € B; e, consequentemente

y=T(x)eT(By) CcT(U)=T(B) CcT({U).

Portanto, T'(U) ¢ vizinhanga da origem.

Finalmente, vamos mostrar que 1" é sobrejetiva. Como T é aplicacao aberta e L
¢ aberto, segue que T'(L) é vizinhanca aberta da origem em N. Dado y € N, existe
c € R tal que

yecT(L)="T(L)CT(L).

]

Definicao 3.3.2. Sejam X, Y conjuntos nao vazios e f : X — Y uma fungao. Cha-

mamos o grafico de f, o conjunto
{(z, f(x)) e X xY 12 € X}.

Teorema 3.3.6 (Teorema do Grafico Fechado). Suponha que L e N sao espagos de
Hausdorff localmente convexos, L é tonelado e N é Fréchet. Se T : L — N € uma

transformacao linear com o grdfico fechado em L x N, entdao T € continua.

Demonstracao. Seja uma vizinhanca U equilibrada e convexa da origem em N. Como
N ¢ espago de Fréchet, existe
BO = {Bl, BQ, .. }

base de vizinhangas da origem em NN, satisfazendo By C U, B; = —B;, Bj11 + Bj;1 C
Bj e cada B; é fechado em N. Para cada Bj, existe W vizinhanca equilibrada e convexa
da origem em N tal que W C B;.

Verifiquemos que T~1(W) é absorvente em L. Com efeito, dado = € L, existe c € R
tal que T'(z) € cW. Se |t| > |¢| > 0, entao

T(z) € cW C |e|W C tW.

Assim,
r e THAW) =tT-1 (W),

quando |t| > § > |¢|. Logo T-1(W) é um tonel em L e, por isso T-1(WW) é vizinhanca
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da origem em L. Note que

W C Bj = T_I(W) C T_I(Bj).

Portanto T-1(B;) é vizinhanca da origem em L.
Da Afirmagio 3.3.1, segue que T—1(By) C T~(By) + T—1(Bs). Dado = € T—1(By),
existem zo € T~(B,) e x, € T—1(Bs) tais que

T = X9+ T

Como z, € T~1(Bs) e T-1(B,) é vizinhanca da origem em L, segue que T—1(B3) C
T~Y(Bs) + T-1(B,). Assim, existem x5 € T'(B3) e 2/, € T-1(B,) tais que

/ /

Recursivamente, teremos T-1(B,) C T '(B,) + T1(B,1). Assim, existem z, €
T-Y(By) e 2, € T-Y(By,11) tais que

/I !
$n—$n+l‘n+1.

Logo,

/ / /
T=To+T3=0To+T3+Ty=...= E Tj+ Zpiq-

Consequentemente,

n+1_x Z% eT! n+1>

Como T'(x;) € B; para todo j e N é completo, existe y € N tal que ZT(xj) — .
j=2
Uma vez que By + B3+ ...+ B, C B; para todo n, temos

Z T($]) c B1
j=2

e, como B; é fechado, y € B;.

Sejam uma vizinhanga V' equilibrada e convexa da origem em L e n € N. Entao

T_I(Bn+1) C T71<Bn+1) —+ V

Assim, z — Za:j € T (Bu11) + V, ou seja, existem v € V e x| € T~ (B,4) tais
=2
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que

:E—Zx]—xn+1+v:>xn+1 ij:x—UEm—l—V.

=2
Note que
y_ZTxJ :Z () + Z T (xy).
=2 j=n+1
Defina g,, = Z T(z;) e, por isso
j=n+1

T(Z ;).

Como B,,+1 + Bpio+ Buis+ ...+ By C B, para todo N > n, segue que

Z T(z;) € B,

j=n+1

e, como B, é fechado, 3, € B,. Agora,
T(xp,1) — Yn € Bpi1 + By C By,

Por outro lado,

n

n+1+z% n+1)+ZT($J) =y + T (1) = Jn € Y+ By

Jj=2

Finalmente,

(@, 9) + (=0, T(wn 1) = Un) = (@ = v,y + T(w11) = In)

n+1+zx.77 n+1+2x]

Portanto, [(z,y) +V X B,_1] N Graf(T) # 0. Dessa forma, (x,y) € Graf(T), pois
Graf(T) é fechado em L x N. Mais ainda, y = T'(z) e

Tx)=yeB cU=zecT ' (U)=T"1By) c T YU).

Logo, T~}(U) é vizinhanga da origem em L. O
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Apeéendice A

Resultados Basicos

A.l Algebra

Definigao A.1.1. Um Anel comutativo (4, +,-) é um conjunto A com pelo menos
dois elementos, munido de uma operacao denotada por +, chamada adig¢ao, e de uma
operacao denotada por -, chamada multiplicacao que satisfazem as condigcoes seguintes:

(al) A adigao é associativa, isto ¢,
Ve,y,2 € A, (z+y)+z=2+ (y + 2);
(a2) Existe um elemento neutro com respeito a adigao, isto é,
J0e Atal que,Vr € A, 0+z=zex+0=ux;

(a3) Todo elemento de A possui inverso com respeito a adicdo, isto é,

Vee A dze A:z+x=x+2=0;
(ad) A adicao é comutativa, isto é,

Ve,ye A,z +y=y+u;

(m1) A multiplicagao é associativa, isto é,

Ve,y,z€ A, (x-y)-z=x-(y-2);
(m2) Existe um elemento neutro com respeito & multiplicagao, isto é,

dleA:VeeAl-x=o-1=u;
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(m3) A multiplicagao é comutativa, isto é,
Ve,yeArx-y=y-ux;
(am) A adigao é distributiva relativamente a adigao, isto é,
Ve,yz€ Atz (y+2)z-y+x- 2

Se todas as condigoes sao satisfeitas exceto m3, entao (A,+,-) é chamado Anel
nao comutativo.
Um anel (A, +,-) é chamado um corpo se todo elemento diferente de zero possui

um inverso multiplicativo, isto é,
Vee A\{0},Fze K:x-z=z-2=1

Exemplo A.1.1. (R,+,*) é um corpo comutativo com a soma e produto usuais e

(R,|-]) é um corpo valorado.

Exemplo A.1.2. Defina
Quat = {a+bi +cj+dk:a,b,c,d € R}
e dados p, ¢ € Quat da forma p = a1 +b1i+c1j+dik,q = as+bsi 4 coj + dok, definimos

p+q= (a1 + as) + (b1 + ba)i + (c1 + ¢2)j + (dy + do)k

p*xq :(a1a2 — ble — C1Cy — d1d2> -+ (albz + a261 + Cldg — ngl)’i
+ (alcg + ciag + d1b2 — bldg)] + (CleQ + dlag + blcg — Cﬂ)g)k’.
Além disso, se p # 0, entao

al—bli—clj—dlk
ai +bi +cf + d

r =

é tal que pxr =7+ p=1. Note que

ixj=04+0i+0j+k=k
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Jxi=040i+0j —k=—F.

O conjunto Quat com as operacoes definidas acima é um corpo nao comutativo, e
¢ chamado de Quaternios. Agora, vamos definir um valor absoluto em Quat, da

seguinte forma

Ipl = \Jad + 83 + & + 2.

Assim, |p| > 0, para todo p € Quat e |p| = 0 se, e somente se, p = 0. Ademais,

lp*q| = |p| - |q]

lp+4q| < |p| +ql.

Definicao A.1.2. Um corpo K é ordenado, se existe P C K satisfazendo as condigoes:
(Ol) Sex,ye P,entaox+y € Pexxy € P;
(O2) Para todo x € K, tem-se x € P ou —z € P ouxz = 0.

Definigao A.1.3. Sejam (K, P) um corpo ordenado e z,y € K. Definimos
r<y&esy—xeP.

Definigao A.1.4. Sejam K um corpo ordenado e A C K. Dizemos que A é limitado
superiormente, se existe ¢ € K, tal que x < ¢, para todo x € A. Chamamos c¢ de

cota superior de A.

Se K é um corpo infinito e ordenado, entao identificamos o conjuntos dos niimeros

naturais da seguinte forma

N—- K

n—nx*xlg.

Definicao A.1.5. Um corpo K ordenado e infinito é dito Arquimediano se N nao é

limitado superiormente em K.

A.2 Topologia

Definicao A.2.1. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que X é um espago de
Hausdorff se para quaisquer z,y € X, existem U,V vizinhancas de z,y, respectiva-

mente, tais que U NV = (.
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Sejam X um espago topoldgico, Y um conjunto e f : X — Y uma funcao sobreje-

tiva. Considere o conjunto
r={SCY:f(S)éabertoem X}

e verifiquemos que 7 é uma topologia em Y. De fato, f~1(Y) = X e f~1(0) = 0. Seja

(Si)ier uma familia de elementos de 7. Assim,
FUs) =
i€l iel
é aberto em X. Se (5;)ics é uma familia finita de elementos de 7, entao
FHOYS) = (S
icJ icJ
¢ um aberto de X. Chamaremos 7 de topologia quociente.

Definicao A.2.2. Um subconjunto K do espaco topologico X é compacto, se para

toda colegao (A;);esr de abertos em X tal que K C U A;, existemn € Nedy, ... i, €1
iel
tais que K C (A;, U...UA,;).

Teorema A.2.1 (Teorema de Tychonoff). Seja (Xo)aer uma familia de espacos to-

pologicos. Entao o produto cartesiano generalizado HXCV ¢ compacto na topologia

acl
produto se, e somente se, X, é compacto para todo o € 1.
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