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1. Introducao

Em diversas aplica¢des na drea de computagdo gréfica, hd a necessidade de alterar e
manipular o contetido de uma cena.

Animagdes, por exemplo, sdo produzidas pelo movimento da cAmera ou dos objetos
presentes na cena. Mudancas em orientacdo, tamanho e formato estdo ligadas as
transformacOes geométricas. Estas aplicacOes sdo aplicadas a cena para alterar a geometria
dos objetos que compdem a cena sem fazer alteragdes topoldgicas. Uma transformacao
geométrica € uma aplicacdo bijectiva (ponto por ponto), entre duas figuras geométricas, no
mesmo plano ou em planos diferentes, de forma que, a partir de uma figura geométrica
original se forma outra geometricamente igual ou semelhante (Wikipedia, 2007). As
principais transformac¢des geométricas, como escala, rotagdo, translacdo, espelhamento e

cisalhamento serdo discutidas neste documento.

2. Transfomacoes Basicas em 2D

Formalmente, uma transformacdo de um conjunto ndo vazio U em um conjunto nao
vazio V é uma correspondéncia T que, a cada elemento x de U, associa um tnico elemento
y = T(x) de V: denota-se F: U>V. O conjunto de elementos y para o qual existe um x tal
que T(x) = y chama-se imagem de T. O conjunto U chama-se dominio e o conjunto V
chama-se contra-dominio de T.

Aqui trataremos de transformacdes (ou operacdes) em que U = V = R?. Falaremos

primeiramente sobre as transformagdes de translacdo, escala e rotagao.

2.1Translagdo

Queremos realizar a translacdo de um objeto geométrico representados por um

conjunto de pontos P; pertencentes ao R%. Para isso, adicionamos quantidades inteiras as



suas coordenadas. Chamaremos estas quantidades inteiras de dx e dy. Assim, seja um

ponto P(x, y) sobre o qual serd efetuada uma operagdo de translacdo e seja P’ as
coordenadas do ponto apds a translacdo. Podemos definir a fun¢do T como sendo T(P) =

T(Xp, ¥p) = (Xp + dx, yp + dy). Em forma matricial, temos que:

dx
P’=P+T,ondeT={ }
dy

Nao ¢é dificil observar que, para transladar uma linha, basta transladar seus pontos

limites.
2.2Escala

Agora queremos fazer um objeto parecer maior ou menor, ou seja, aumentar ou
diminuir seu tamanho, em outras palavras, mudar sua escala. Para isso, multiplicamos cada
ponto P; do objeto em questdo por um fator de mudanga de escala na horizontal (sx) e um
fator de mudanga de escala na vertical ( sy ).Assim, seja um ponto P(x, y) sobre o qual serd
efetuada uma operacdo de translac@o e seja P’ as coordenadas do ponto apds a translagao.
Podemos definir a funcdo T como sendo T(P) = T(x,, yp) = (Xp*sx, yp* sy). Em forma

matricial, temos que:

sx O
P’=SP,0ndeS={ }
0 sy

Exemplo:
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Figura 5.1: Translagio de ums casa.
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Mudanga de escala de uma casa. Como a escala € ndo uniforme, sua proporcéo ¢ alterada. Fonte: [1]

E importante notar que para garantir que um objeto esteja na mesma posicao apds a
escala, deve-se fazer uma translagdo do seu centro até a origem, aplicar a escala e depois

aplicar a tranlagcdo inversa a primeira.
2.3Rotagdo

Por fim queremos rotacionar um objeto de um certo angulo © com relag@o a origem.
Assim, o ponto T(xp, yp) € tal que:
Xp= r*cosg;

Yp = r¥sing;

E o ponto P’(x;,’, yp’) é:

b

Xp = r*cos(@+6)= r+*cos(@)*cos(d)—r *sin(¢) * sin(&)

b

Yo

r#sin(@+ 6) = r#*sin(@) * cos(@) + r *sin(@) * cos(Q)
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determinando a equacdo de rotacdo. Fonte: [1]

Podemos, portanto definir a funcdo T como sendo T(P) = T(x, y,) =

(x,*cos@—y,*sinf,x,*sinf+y, *cosd). Em forma matricial, temos que:

cos@d —siné
P =RP,ondeR =

sin@ cosé@

Exemplo:
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rotacdo de 45° de uma figura geométrica. Fonte: [1]

3. Coordenadas Homogéneas e Matrizes de Transformacao

Vimos que, enquanto a translacio € tratada como uma soma de vetores, a escala e a
rotacdo € tratada como uma multiplicagdo de um vetor por uma matriz. Para que se possa
combinar facilmente essas transformacdes, devemos poder tratar do mesmo modo todas as

3 transformagdes de uma forma consistente. A solugdo € representar os pontos P do espago
6



através de trés coordenadas (coordenadas homogéneas). Dizemos que 2 pontos em
coordenadas homogéneas (X, y,W) e (Xo, Yo, Wo) representam o mesmo ponto
se e somente um € multiplo do outro . Assim, (2, 3, 6) e (4, 6, 12) representam 0 mesmo
ponto no R% Também, pelo menos uma das coordenadas homogéneas precisa ser diferente
de zero, assim (0, 0, 0) ndo € permitido.
Se a coordenada W ¢ diferente de zero, podemos dividir (x, y, W) por ela, obtendo o
mesmo ponto (x/W, y/W, 1). Os nimeros x/W e y/W sdo chamados de Coordenadas
Cartesianas do ponto homogéneo.

A transla¢@o em coordenadas homogéneas fica na forma: T(Xp, yp, 1) = (X, + dx, yp +

dy, 1). Em forma matricial, temos que:

dx
dy
1

P =TP,onde T =

S O =
S = O

E facil provar que a translacdo € aditiva, ou seja, se quisermos transladar um objeto

em (dx,,dy, ) unidades, e depois em (dx, ,dy,) unidades, basta multiplicar o ponto P pela

1 0 dx 1 0 dx,
matriz de translagdo Ty = |0 1 dy, | e depois pelamatriz T,= |0 1 dy2 |, pois
0 0 1 0 0 1
1 0 dx, +dx,
T*T,=|0 1 dy, +dy,
0 0 1

A operagio de escala em coordenadas homogéneas fica na forma: T(x,, yp, 1) = (xp*

dx,yp *dy, 1). Em forma matricial, temos que:



sx 0 0
P =SP,ondeS=|0 sy O
0 0 1

E facil mostrar que a escala € uma opera¢do multiplicativa.

Por fim, a operagdo de rotacdo em coordenadas homogéneas fica na forma: T(x,, yp,

)= (xp *cosH—yp *8in 6’,xp *sin @+ Yy *cos @, 1). Em forma matricial, temos que:

cos@ —sin@d O
P°’=RP,onde R=|sin@ cos@ O
0 0 1

E f4cil mostrar que a ratagdao € uma operagdo aditiva.

Uma sequéncia de transformacgdes de rotacdes, translagdes e escalas é chamada de
transformacdo afim. Elas preservam paralelismo de linha, mas ndo comprimentos e
angulos. Uma matriz de transformacdo cuja submatriz 2x2 do canto superior esquerdo é
ortogonal preserva angulos e comprimentos. Estas transformacdes sdo chamadas de

transformacdes de corpo rigido, pois nao ha distor¢ido do objeto.

4. Transformadas 2D Adicionais

Duas transformagdes adicionais frequentemente usadas sao o Espelhamento e o

Cisalhamento, discutidas a seguir.

4.1Espelhamento (Mirror)

A transformacgdo de reflexdo, ou espelhamento, aplicada a um objeto, produz um
objeto espelhado com relag@o a um dos eixos ou a ambos. A operacdo de espelhamento no
eixo X, em coordenadas homogéneas, fica na forma: T(x;, yp, 1) = (Xp, - ¥p, 1). Em forma

matricial, temos que:



I 0 O
PP =MP,ondeM=|0 -1 0
0 0 1

Exemplo:

reflexdo de um objeto em torno do eixo X. Fonte: [1]

Também podemos espelhar o objeto com relagdo a origem, invertendo ambas

coordenadas. Neste caso, a transformacao seria dada por:

-1 0 O
P =MP,ondeM=| 0 -1 O
0 0 1

Pode-se também adotar um eixo arbitrdrio A matriz de reflexdo pode ser derivada
pela composi¢cdo de uma sequéncia de matrizes de reflex@o e de rotagdao. Por exemplo, se a
reflexdo for em torno da linha diagonal definida por y = x, a matriz de reflexdo pode ser

derivada da combinagdo das seguintes transformacoes:

1. rotacdo de 45° na direcdo hordria para fazer a linha y = x coincidir com o eixo X.

2. reflexdo em torno do eixo X.

3. rotacdo de 45° na direcdo anti-hordria para retomar a orientacdo original da linha y = x.



4.2 Cisalhamento (Shearing)

A transformacdo de cisalhamento provoca uma distor¢ao do objeto em uma de suas
coordenadas ou em ambas. Uma distorcdo na direcio x, em coordenadas homogéneas fica

na forma: T(Xp, yp, 1) = (Xp+Sux™ Yp, Yp, 1). Em forma matricial, temos que:

_1 th O
P’ =Spx renP,ondeM=| 0 -1 0
0 0 1

Analogamente podemos querer distorcer o objeto alterando sua coordenada y. A

transformacgdo fica na forma T(x;, yp, 1) = (Xp, Yp+Sny™ Xp, 1). Em forma matricial, temos

que:
-1 0 O
P = Sh(x_reDP’ onde M = Shy -1 0
0O 0 1

5. Composic¢ao de Transformacoes 2D

Usa-se composi¢do como uma combina¢do de matrizes de transformagdo R, S e T
com o proposito de se ter uma maior eficiéncia. Esta € obtida ao aplicar-se uma
transformacdo composta a um ponto em vez de aplicar-lhe uma série de transformacdes,

uma apo6s a outra [1].

Exemplo 1: Rotacdo de um objeto em torno de um ponto arbitrério P1.
Passos:
1) Translacdo leva P1 a origem

2) Efetua rotagdo

10



3) Efetua translac@o oposta

s

Py P,

8
X X X X
: . i : Apos translagio que
Objeto original E:Eﬁinﬁg::fmm Apos rotagio m@u!'n:] 4 posigio
origin

Rotacdo em relagdo a um ponto P1 (q) . Fonte: [1]

Esta seqiiéncia € ilustrada acima, onde a casa € rotacionada em relacdo a P1(x1, y1).
A primeira translacdo € por (—x1,—yl), e a dltima translacio (oposta a primeira) € por (x1,

yl). A transformac¢do em seqiiéncia é:

1 0 x4 cosfl  —sinf 0 1 0 —xy
T(riy) - RE)-T{xy.y)= [0 1 y | |einf  cosd 0 [0 1 —y| =
o o 1 0 0 1 0 0 1

cosfl  —sinf x9(l —cosf) + yy.sinf
sintl costl oy (1l —cos#) + ry.sinfd
0 ] 1

Exemplo 2: Escala em relacdo a um ponto arbitrario P1.
Passos:

1) Translacdo leva P1 a origem

2) Efetua Escala

3) Efetua translac@o oposta

Primeiramente o ponto P1 € transladado para a origem, entdo é feita a escala
desejada, e entdo o ponto P1 € transladado de volta. Dessa forma, a transformagdo em

seqiiéncia €:

11



1 0 = s, 0 0 1 0 —
T(ri,5) - Slsg.sy) - Tlr,m) =10 1 yr | -0 s, 00 1 —ipn| =
| o 0 1 0o 0 1
Sy 0 J']_l:l - -‘i_,_-;]

0 sy il —sy)
0 0 1

Exemplo 3: Escala e Rotacdo em relagcdo a P1, posicionamento em P2.

Passos:

1) Transladar P1(x1, yl) para a origem;

2) Efetuar a escala e a rotac@o desejadas;

3) Efetuar a translacdo da origem para a nova posi¢ao P2(x2, y2), onde a casa deve ser

posicionada.

T a
N ) e a. LG
Escala Rotagdo Translagdo para

Objeto Translagdio de posigéo final P,
original P, aorigem

Escala e rotacdo de uma casa em relagdo ao ponto P1. Fonte: [1]

T(x2, y2) . R(L) . S(sx, 8y) . T(=x1,—y1) € a matriz da Transformagdo composta.

Obs.: Se M, e M, representam duas transformacdes fundamentais (translagdo, rotagdao ou
escala), em que casos M; . M, = M, . M;? Isto é, quando suas matrizes de transformagdo
comutam? Sabe-se que geralmente a multiplicacio de matrizes ndo € comutativa.

Entretanto € facil mostrar que nos seguintes casos especiais esta comutatividade existe

(Tabela abaixo).

12



Transformagdes Comutativas

M, M,
Translag¢ao Translacao
Escala Escala
Rotacdo Rotacdo
Escala(s, s) Rotagao

Nestes casos ndo se precisa estar atento a ordem de constru¢do da matriz de

transformacao.

e Eficiéncia

Uma composicao genérica de transformacgdes R, S e T, produz uma matriz da forma:

r1 rie ty
_I_Lr — '."21 '."22 El.y
[ [ 1

A submatriz 2x2 superior esquerda, ¢ uma composi¢do das matrizes de rotacdo e
escala, enquanto t, e t, sdo obtidos por influéncia da translacdo. Ao calcularmos M*P (um
vetor de 3 elementos multiplicado por uma matriz 3x3), verificamos que sdo necessarias 9
multiplicacdes e 6 adi¢des. Mas, como a ultima linha da matriz € fixa, os cdlculos

efetivamente necessarios sio:

!

T =x.r tyrie + i

Yy =mxry +y.rae +1,
0o que reduz o processo a quatro multiplicacdes e duas adi¢des, o que € um ganho
significante em termos de eficiéncia. Especialmente se considerarmos que esta operacao

deve ser aplicada a centenas ou mesmo milhares de pontos por cena ou figura.

13



6. Transformacoes Basicas em 3D

A capacidade para representar e visualizar um objeto em trés dimensdes ¢é
fundamental para a percep¢ao de sua forma. Porém, em muitas situacdes € necessario mais
do que isto, ou seja, poder “manusear” o objeto, movimentando-o através de rotagdes,
translacdes e mesmo escala.

Assim, generalizando o que foi visto para TG em 2D, as TGs em 3D serdo
representadas por matrizes 4x4 também em coordenadas homogéneas.

Primeiro, serd apresentado uma breve introducdo ao sistema de coordenadas 3D, e

nos sub-tdpicos anteriores as transformacdes basicas em 3D.

¢ Sistemas de Coordenadas

Representam uma forma de indexar e localizar elementos no espago (que é 3D). Os
Eixos com orientacdo formam o Sistema de Coordenadas Cartesianas. Dado um ponto P,
ele € definido por uma tripla de coordenadas (X,y,z) e € representado no eixo de

coordenadas como mostra a figura abaixo.

X P =(xy,2)

X

Z

Ponto P no eixo de coordenadas. Fonte: [1]

14



O sistema de coordenadas para 3D utilizado serd o da Regra da Mao Direita, com o
eixo Z perpendicular ao papel e saindo em direcao ao observador.

O sentido positivo de uma rotagdo ¢ dado quando observando-se sobre um eixo
positivo em dire¢do a origem, uma rotacdo de 90° ird levar um eixo positivo em outro

positivo. Ou conforme a tabela a baixo.

Eixo de Rotacdo Direcdo da Rotacgao Positiva
X y para z
y Z para X
z X para'y

A Regra da Mio Direita foi escolhida porque este € o padrdo utilizado na matematica (€ s6

se lembrar da defini¢do do produto vetorial).
6.1 Translagao

A translagdo em 3D pode ser vista como simplesmente uma extensio a partir da
translacdo 2D, ou seja, sua representacdo em coordenadas homogéneas fica da seguinte

forma:

' 1 0 0 d; T
o 00 1 d. | .
1 00 0 1 1

onde d,, d, e d; representam o vetor de transla¢do; x, y e z as coordenadas iniciaise x’, y’ e

z’ as coordenadas finais. Simplificando para cada eixo fica:

X' =x+d,
y =y+d,
7’=z+d,

15



Esta transformacao pode também ser representada por:
P =T(ds,dy,d.)- P

onde T representa a fungdo de translacio, P posi¢do inicial do ponto P e P’ a posi¢do final

apos a translacao.
6.2Escala

Analogamente ao que foi feito em translacio 3D com relacdo a translacdo 2D
acontece com a transformacio de escala em 3D com relagdo a 2D. Sua representagdo em

coordenadas homogéneas fica:

a’ s 0O 0 0 T
y 0 s 0 o y
110 0 s 0O 2

1 o o 0 1 1

onde s, s, € s, representam o vetor de fator de escala. Simplificando para cada eixo fica:

x’ = x*sy
P — vk

Yy =yTsy
7' =7%s;

E ela pode ser representada também como
P =5(s;.5,,8.)-F

onde S € a fungdo de escala.

6.3Rotagdo

Em 2D, a rotacdo se d4 em torno de um ponto (1D). Em 3D € necessdrio especificar

uma reta (2D), em torno da qual a rotag¢do ocorrera.

16



Um objeto € rotacionado de um angulo especifico em torno de um eixo: em torno do
eixo x, em torno do eixo y, em torno do eixo z ou em torno de um eixo generalizado.
Seguindo o que foi dito do tépico de sistema de coordenadas, os sentidos de rotagdo

positiva em torno dos eixos seguem a regra da mao direita, como mostram a figura a baixo.

Rotacdo positiva em torno dos eixos. Fonte: [1]

o Rotagdo em torno do eixo z

A equagdo em da rotac@o em torno do eixo z € dada por:
x’= x*cos(e) - y*sen(e)
y’= x*sen(e) + y*cos(e)

7 =7

Em coordenadas homogéneas, ela segue como:

il cost! —smf 0 0 T
y' sinf! cosf 0 0 Yy
=0 I 0 1 0| |z
1 0 0 0 1 1

Ou ainda:

17



P’ = R(o)*P

o Rotacdo em torno do eixo x

A equacdo em da rotacdo em torno do eixo x é dada por:

X=X
y’= y*cos(e) - z*sen(e)

z’=y*sen(e) + z*cos(e)

Em coordenadas homogéneas, ela segue como:

x:r’ 1 0 0 0

vl |0 cosd —sinf 0
1 |0 sin#®  cosf# 0
1 [ )] 0 1
Ou ainda:
P’ =R (0)*P

o Rotagdo em torno do eixo y

A equacdo em da rotacdo em torno do eixo y é dada por:

x’= z*sen(e) + x*cos(e)
y=y

z’= z*cos(e) - X*sen(o)

Em coordenadas homogéneas, ela segue como:

T cos f 0 sinf 0
y' 0 1 0 0

z' —sin® 0 cosd O
1 0 ] 0 1

)

)

18



Ou ainda:

P’ = R,(0)*P

7. Composicao de Transformacoes 3D

A composi¢do de transformacgdes em 3D pode ser entendida mais facilmente através
de um exemplo representado pela figura abaixo indicado. O objetivo € transformar os
segmentos de reta P1P2 e P1P3 da posicao inicial em (a) para a posi¢do final em (b). Assim
o ponto P1 deve ser transladado para a origem, P1P2 devera ficar sobre o eixo z positivo, e
P1P3 devera ficar no plano positivo de yz. Além disso, os comprimentos das linhas ndo

devem ser alterados.

w

(2] Posicao infcdal (b)) Posicao Final

Transformando Ps, P; e P; da posicdo inicial em (a) para a posicao final em (b). Fonte: [1]

Uma primeira maneira de se obter a transformacgdo desejada é através da
composicdo das primitivas de transformagdo T, Ry, Ry e R,.
Subdividindo o problema, teremos os seguintes passos:

1. Transladar P1 para a origem.

19



2. Rotacionar o segmento P1P2 em relagdo ao eixo y, de forma que ele (P1P2) fique no

plano yz.

3. Rotacionar o segmento P1P2 em relacdo ao eixo x, de forma que ele (P1P2) fique sobre o

eixo z.

4. Rotacionar o segmento P1P3 em relagdo ao eixo z, de forma que ele (P1P3) fique no

plano yz.

e Primeiro Passo: Translacdo de P1 = (x1,yl,z1) para a origem.

A equacdo de translagao é:

1 00 —
o1 0 —y
o o0 1 —=
0o 0 0 1

TIL—J'L —y1. —21) =

entdo transladando P1 para a origem tem-se:

07

. . 0

Pl =T(—zy,—y1,—=1) - 1 = 0

1]

g — 1]

! Wa—1in
P5=TI:—J'1.—:-!,.'1.—.’:1}-PQ= ~ ~
=t et |

1

g — a0y

¢ ¥a—un
P&=T(~—J'1.—j:.f1.—.’:1:| Py=1" i
g — A

1

e Segundo Passo: Rota¢do de P1P2 em torno do eixo y, colocando P1P2 no plano yz

(Matriz).

O angulo de rotacgdo € e.

- Lembretes: cos(e-90) = sin(e), e cos(e-90) = -cos(e)

20



Ry(-(90-0)) = Ry (6-90)

Rotagéo dos pontos P1, P2 e P3. Fonte: [1]

cos (6-90) = sen(e) = z2’/D1=(z2-z1)/D1
sen(e-90) = -cos () = -x2’/D1 = -(x2-x1)/D1

onde

Dy =1/ (25)% + (¢5)? = V(22 — 21)% + (w2 — 21)?

entdo, o resultado da rotagdo do ponto P2’ para a nova posicio P2’ é

0

Py = R,(6—90°) - Py = | % &
1
1

21



cos(@—-90) 0 sen(@-90) 0

R, (6-90) = 0 1 0 0
-sen(8—-90) cos(6-90) 0

0 0 0 1

(22-z1)/D1 0 -(x2-x1)/D1 0

~ 0 1 0 0
| (x2-x1)/D1 (z2-z1)/D1 0
0 0 0 1

e Terceiro Passo: Rotacdo de P1’’P2*’ em relacdo ao eixo x, colocando P1’P2’’ sobre

0 €1XO0 X.

i

I

// 2
.r’//
PJr
2 I DE | =T,
B o
Ly B

/r’
z‘/

Rotag@o em relagdo ao eixo x. P1 e P2 de comprimento D2 € rotacionado em dire¢éo ao eixo z, pelo angulo

positivo. Fonte: [1]

O angulo de rotagdo é ®. E

onde,
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Dy = |P{Py| = |PiPa| = /(2 — x1)% + (y2 —w1)? + (22 — 21)?

1
0
| P1Py|

O resultado da rotacdo no terceiro passo €:
Ro(o)- P =Ro(o) - R, (0 —90°)- Fy = R,(¢) - R, (0 —90°) - T Py =
1

Pé".f.f —
e Quarto Passo: Rotacdo de P1’"’P3’"’ em relagdo ao eixo z, colocando P1P3 no plano

yZ.

.'I"j "‘:;H
i
,f'f o
ry /|
xj; a.f.r Df
P _// h'r |
3 ;"' 1
Ffﬂ'.’l
-—L_l___
T
s 7 X
Pﬂ'zfr’

F 4

Rotagdo em relagéo ao eixo z. . Fonte: [1]

Ap6s o terceiro passo, P1°7’P2°" situa-se sobre o eixo z e P3’"’ em

M
-.E'g
T . . .

Py =75 | =Re(d) - Ry(0 —90°) - Ti{—x1,—y1, —21) - Pa
3

1

A préxima rotacao € dada pelo angulo a. E
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COBF = ——

. T
sing = —>

Dy

Dy = %'f xh'? + yy?

Para chegar na posicao final, P3’’’ serd entdo rotacionado usando a fung¢ao:
P ””:RZ (a) *P3)))

A matriz de composicdo M € a transformag@o necessdria a composi¢ao solicitada no

exemplo.
M =R (o) - Re(g) - By(8 —907) . T{—xy,—in,—2n) = R-T

Entdo para todos os pontos da figura, basta aplicar:

Pfinat = M*Pinicial
8. Exercicio

Mapa da Mina

Baseando-se nas passos abaixo, encontre a matriz de transformacao para achar o tesouro.
— Marque o seu ponto inicial com um X na areia. X estd na linha do equador

— Caminhe no deserto para o nordeste até encontrar um grande cacto.

— A partir dele, percorra 30 graus em sentido anti-horario, considerando X como ponto
central.

— Marque um Y na areia neste ponto, e caminhe para o sul a um ponto D, tal que distancia
de D até o eixo equatorial seja igual a distancia de Y até este mesmo eixo

— Caminhe 10 metros para o oeste.

— percorra 60 graus no sentido horério considerando Y como ponto central

— Caminhe 20 metros para o leste.

— Cave até encontrar o tesouro!!!
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