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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugao global do problema de
valores iniciais e de fronteira para a equacao hiperbdlica degenerada:

0*u 5 ou

W—M(/Q\Vu\ dx)Au+2VE—O em §x(0,7),
u=20 em 0 x (0,7),
u(r,0) = w(x), u(r,0) = () em 0,

onde M(A) = A" com o > 1,V A > 0, Q é um aberto limitado bem regular do R". Além
disso, estudamos o comportamento assintotico da solucao.
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Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of global solution of the initial
boundary value problem for degenerate hyperbolic equation:

0*u ) du _
W—M(/Q|Vu| dac)Au—l—QvE—O in Qx(0,7),
u=20 on 00 x (0,7),
u(r,0) = uole), —ulr,0) = ws(a) 0

where M(\) = A\* with o > 1, V A > 0, Q is a bounded regular open in R". Moreover,
we study the asymptotic behaviour of the solution.
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Introducao

Em 1.883 G. Kirchhoff [10] deduziu a seguinte equacao diferencial parcial como um modelo
nao linear para as vibracoes transversais de um corda eléstica de comprimento L, presa

nos extremos:
0*u
d R 1
5) 5 =0, M

e u(z,t) é o deslocamento do ponto x no instante de tempo ¢;

0

Wu_<% E [t g(éﬂ

22\ on 2,

onde

E é o médulo de Young do material;

Py é a tensao axial inicial;

e h ¢ a area da secao tranversal da corda;

e p ¢ a densidade de massa.

A generalizacao natural, para o caso n-dimensional, do problema misto associado a
equacgao (1) é o problema:

&2
w=0 em Y =TIx(0,7T), (2)

u(z,0) = ug(x), %u(w,()) =uy(zr) em €,

— - M (/ |Vu|2d$) em Q=Qx(0,T),

onde  é um aberto limitado do R™ com fronteira bem regular I', 7" > 0; e M : [0,00) — R
¢ uma fungao real nao negativa.



No problema (2), conforme mencionamos acima, a fun¢do M é nao negativa. Além
disso, motivado pelo caso unidimensional quando a tensao axial inicial é ndao nula (P, > 0),
considera-se a hipdétese adicional:

0<myg< M), VA>0 (3)
e neste caso, diz-se que o problema é nao degenerado.

O estudo matemético do problema (2) comegou com S. Bernstein [2] e R. W. Di-
ckey [7] que estudaram o caso unidimensional, nao degenerado e dados iniciais analiticos.
Ja em 1.975, S. I. Pohozhaev [21], investigou o caso n-dimensional, também para dados
analiticos. Em 1.977, J. L. Lions [12], formulou os resultados de Pohozhaev num con-
texto de espacgos de Hilbert abstrato, obtendo resultados mais claros e apresentando uma
colecao de problemas os quais abriram uma ampla linha de pesquisa ainda bem ativa nos
dias atuais.

Considerando o problema (2), ndo degenerado, com dados iniciais nao analiticos a
existéncia de solugao local pode ser vista em P. H. Rivera Rodrigues [22], entretanto a
existéncia de solucao global é um problema em aberto. Na busca de solvabilidade global,
acrescenta-se efeitos dissipativos passando-se, por exemplo, ao problema:

_—M(/|Vu|dx)Au+276u 0 em Q=Qx(0,7),

ot? ot
uw=0 em X =Tx(0,T), (4)
u(z,0) = ug(x), %u(m,()) = uy () em (2,

onde vy é uma constante positiva. Neste caso, com a hipotese de dados iniciais pequenos,
em E. H. Brito [4] prova-se a existéncia e unicidade de solugao global, bem como, decai-
mento (comportamento assintético). No lugar do termo dissipativo 2yu’ pode-se também
considerar dissipagoes do tipo —Au" ou (—A)%u/, conforme L. A. Medeiros - M. Milla
Miranda [15].

Por outro lado, quando M nao satisfaz a hipdtese (3), ou seja, temos simplesmente
M(\) >0,V XA > 0, entdo os problemas (2) e (4) sao ditos degenerados. Os casos de-
generados provocam enormes dificuldades e as técnicas utilizadas para o estudo dos casos
nao degenerados nao funcionam. Além disso, o comportamento da solucao é alterado.
Em funcao disso, a existéncia de solugao global, no caso degenerado e dados iniciais nao
analiticos, para uma funcao M geral é ainda um problema em aberto.



O objetivo principal desta dissertacao é apresentar um estudo sobre a existéncia, uni-
cidade e comportamento assintético de solugao global para o problema (4), no caso par-
ticular degenerado em que M(A) = A%, a > 1, conforme K. Nishihara - Y. Yamada [20].

Para completude do trabalho e para facilitar a andlise acerca das diferencas entre os
casos degenerado e o nao degenerado, apresentamos também um estudo sobre a existéncia,
unicidade e comportamento assintético de solugao global para o problema (4) no caso nao
degenerado.

Ainda sobre o caso degenerado, para o problema (2) com dados iniciais analiticos,
podemos citar A. Arozio- S. Spagnolo [1], P. D’Ancona - S. Spagnolo [6] e S. Spagnolo
[23]. Para dados iniciais nao analiticos, Y. Ebihara [8] e Y. Ebihara - L. A. Medeiros - M.
Milla Miranda [9], obtiveram resultados de existéncia e unicidade de solugao local.

A dissertacao esta dividida em trés capitulos. No capitulo 1 fixamos a notacao e apre-
sentamos os resultados preliminares que serao usados. No segundo capitulo estudamos o
problema (4) no caso nao degenerado e no terceiro e tltimo capitulo estudamos o proble-
ma (4) no caso degenerado com M(\) = A\¥, a > 1.

E importante notar que todos os resultados aqui apresentados continuam validos, sem
alteragao alguma, quando ao invés do operador —A, L?(Q), HJ(Q) e HY(Q) N H*(Q)
considerarmos um contexto abstrato onde: V' e H sao espacos de Hilbert tais que V' < H
e V denso em H, a(u,v) : V x V — R é uma forma bilinear, continua e coerciva e A o
operador definido pela terna (V, H, a(u,v)). Neste contexto, o problema (4) toma a forma:

u'— M (|A%u\> Au+2yu'=0 em H,
u(0) = ug, u'(0) = uy,

cuja existéncia, unicidade e comportamento assintético de solugao global, no caso nao
degenarado, pode ser vista em E. H. Brito [4] e, no caso degenerado com M () = A%,
a > 1, em K. Nishihara - Y. Yamada [20]. Adotamos o modelo concreto para obter uma
maior clareza num primeiro contato com o problema.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Nesse capitulo estabeleceremos as notacgoes e apresentaremos em forma de proposicoes os
resultados basicos que serao usados nos capitulos posteriores.

1.1 Topologias Fraca e Fraca Estrela

Uma propriedade importante das topologias é que se uma topologia possui menos abertos
entao ela possui mais compactos, e estes por sua vez sao importantes para os teoremas
de existéncia. De forma breve apresentaremos aqui duas topologias menos fina, isto ¢,
possuem menos abertos que a topologia da norma, esta ultima chamamos de topologia
forte.

Seja E um espago de Banach com dual E’ . A topologia fraca o(F, E’) sobre E é a
topologia menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicacoes f € E’. Quando
(Zn)nen converge para x em E segundo a topologia fraca denotamos por z, — z em E.
Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Seja (x,)nen uma sequéncia num espago de Banach E. Entao
(a) z, ~x em E < (f,x,) — (f,z),V f e L.

(b) Sex, — x em E, entio x,, =~ x em E.

(c) Sex, = x em E, entao ||z,| € limitada e ||z|| < liminf ||z,].

(d) Sex, ~x em E e f, — f em E', entao (f,,x,) — (f, ).

Demonstracao: Ver [3]. Pagina 35.



Vale ressaltar aqui que se E tem dimensao finita, entao as topologias forte e fraca
coincidem.

Sobre E’ temos duas topologias: a topologia forte, associada a norma, e a topologia
fraca o(E', E"). Podemos ter uma terceira topologia, para isso seja x € E fixo e defina

J, B — R
[ - <Jwaf>E”7E’:<fax>E/7E

verifica-se que J, é linear e continua, portanto (J,),cp ¢ uma familia de elementos de E”.
A topologia menos fina de £’ que torna continuas todas as aplicagoes da familia (J,).cp
é chamada topologia fraca estrela, denotada por o(E’, E'). Quando (f,,)nen converge para
f segundo essa topologia escrevemos: f, — f em E'. Note que quando E é reflexivo
(E = E”) as topologias fraca e fraca estrela coincidem. Temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.2 Sejam E um espag¢o de Banach e (f,)nen uma sequéncia em E'. Entdo
(@) fu>femE & (fu,2)— (f2),Vrek.

(b) Se f, — f em E', entao f, = f em E'.

(c) Se f, — f em E', entio f, = f em E'.

(d) Se fo— f em E', entdo | f.|

¢ limitada e || f|| < liminf || f,]|-
(e) Se fn. S femE ex,— x em E, entio (frn, Tn) — (f,x).

Demonstragao: Ver [3]. Pagina 40.

Destacamos ainda

Proposicao 1.3 Sejam E um espaco de Banach separdvel e (fy)neny uma sequéncia li-
mitada em E'. Entdo existe uma subsequéncia (fn,),cn que converge na topologia fraca
estrela.

Demonstragao: Ver [3]. Pagina 50.

Proposicao 1.4 Sejam E um espago de Banach reflexivo € (z,)neny uma sequéncia limi-
tada em E. Entdo existe uma subsequéncia (Tn, ),y que converge na topologia fraca.

Demonstragao: Ver [3]. Pagina 50.



1.2 Espagos LP(Q)

Sejam €2 um aberto do R" e 1 < p < o0, definimos LP(2) como sendo o espago das fungoes
mensuraveis u : 0 — R tal que |u|P é Lebesgue integravel sobre 2. A norma em LP() é

dada por:
1
ooy = [ / |u<:c>|pdx] .

Para o caso em que p = oo definimos L>(£2) como sendo o espago das fungoes mensurdveis
que sao essencialmente limitadas e

||| L) = inf{c; |u(z)| < c q.s. em Q},
é uma norma em L (). Temos que
Proposicao 1.5 LP(Q2) € um espago de Banach para todo 1 < p < co.

Demonstragao: Ver [3]. Pagina 57.

Proposicao 1.6 (Desigualdade de Hélder) Se u € LP(2) e v € Li(Q2) entdo uv €
LY(2) e tem-se a desigualdade

/Q|uv| < lull ey llvll Lo,

1 1
ondel <p<ooe—+-=1.
p q

Demonstracao: Ver [3]. Pagina 56.

Quando p = 2, L*(Q) é um espago de Hilbert. Nesta dissertacio, denotaremos o
produto interno e norma em L*()) por

(u,v) = /Qu(x)v(x)dx,
Ju

x)|*dx.

Jul =
Q

Um resultado importante é a proposi¢gao abaixo, a qual permite identificar o dual de
1 1
LP(QY) com L(Q2), onde — + — = 1.
P q



Proposicao 1.7 (Teorema da Representagao de Riesz) Sejam 1 < p < o0, ¢ €
1 1

(LP(Q)) e — + = = 1. Entdo existe uma vnica v € L(Q) tal que
p q

(,0) = / w(@)o(@)dz, ¥ v e I(9) e llull iy = 9] wr@y-
Demonstracao: Ver [3]. Pagina 61.

Quando p = oo, temos

Proposicao 1.8 Seja ¢ € (LY(Q)). Entdo existe uma unica u € L=(Q) tal que

(g0} = [ ao@da, ¥ v e 1@) ¢ o = Ielary-
Demonstracao: Ver [3]. Pagina 63.

Para finalizar esta segdo denotamos por L} () o espago das fungoes que sao inte-
graveis a Lebesgue sobre cada compacto de 2.

1.3 Distribuicoes

No estudo de equacoes diferenciais parciais, para que seja possivel resolver problemas em
que os dados iniciais nao possuem derivada no sentido classico surge a necessidade de se
obter um novo conceito de derivada. Por volta de 1.936, Sobolev introduziu o conceito
de derivada fraca que apresentou o aspecto negativo de que nem toda fungao de L} ()
possui derivada neste sentido. Isto ocorreu pelo fato de se exigir que a derivada fosse uma
fungao localmente integravel. Em 1.945, Schwartz apresentou o conceito de distribuicao
que eliminou este incoveniente da derivada fraca. Além disso se uma funcao possui deriva-
da no sentido classico, entao ela coincidira com a derivada distribucional, portanto temos
uma generalizacao do conceito de derivada. Nesta secao faremos uma breve introdugao
ao estudo das distribuigoes, apresentando as notacoes e resultados que serao usados pos-

teriormente.

Sejam 2 C R™ um aberto e k = (ky, ks, ..., k,) € N” um multi-indice, denotamos
|k| = k1 + ko + ... + k, e definimos

BILd

DF =
8’“11718’“2932 R ak"[En7




o operador derivagiao de ordem |k|. Quando |k| = 0, define-se D% = u, para todo u.

Por D(2) denotamos o espago das fungoes testes em (). Denomina-se distribui¢ao
sobre {2 a toda forma linear e continua, 7' : D(2) — R. O conjunto de todas as dis-
tribuigoes sobre {2 é um espago vetorial o qual representa-se por D’(2), chamado espago
das distribuicoes sobre 2. Neste espaco introduzimos a seguinte nocao de convergéncia:
uma sequéncia (7,),eny C D'(2) converge para T em D'(Q2) se para toda ¢ € D(1) a
sequéncia numérica ((T,,, p)),en converge para (T, ) em R.

Seja u € Li,.(Q), entao T, definida em D(Q) por

loc

(Tg) = [ wle)e(ayts, v o € (@),
¢ uma distribuicao sobre 2.

Proposigao 1.9 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L}, .(Q). Entio T,, =0 se e
somente se u =10 ¢q. s. em €.

Demonstracao: Ver [16]. Pagina 10.

Desta proposicao tem-se que T, fica univocamente determinada por u q. s. sobre €2,
isto ¢, se u, v € L, .(Q), entao T, = T, se e somente se u = v q. s. em ). Por este motivo,

identifica-se u com a distribuicao T, por ela definida.

Ressaltamos aqui que existem distribuigoes nao definidas por funcoes L}, (Q), pode-se
ver um exemplo em [13], pagina 28. Desta forma vemos que o conceito de distribuigao

generaliza o de funcao localmente integravel.

Proposigao 1.10 Seja (u,),en C Li (), 1 < p < o0, tal que u, — u em LY (Q), entao

loc loc
u, — u em D'(9).

Demonstragao: Ver [16]. Pagina 13.

Define-se a derivada de ordem « de uma distribuicao 1" sobre {2 como segue:

(DT, p) = (=1)*I(T, D*¢), ¥V ¢ € D().

Verifica-se que DT é uma distribuigao. Com isso temos que toda distribuigao sobre {2
possui derivada de todas as ordens, que ainda é uma distribuicao sobre §2. Além disso, o
operador derivacao D* : D'(Q2) — D'(Q) tal que T +— DT ¢ linear e continuo.



1.4 Espacgos L?(0,7T;V) e Distribuicoes Vetoriais

Sejam 1 < p < oo, V um espago de Hilbert e 0 < T" < 0o. Define-se LP(0,7;V) como
sendo o espago de Banach formado pelas fungoes vetoriais u : (0,7) — V tais que a
aplicacdo t — |Ju(t)|y é mensuravel e ||u(t)||y € LP(0,T). Quando 1 < p < oo define-se
em LP(0,7;V) a norma:

=

T P
[ [ / ||u<t>||%dt] |
0

quando p = oo, temos

lullzeoo,rvy = sup ess||u(t)]lv-
0<t<T

Para o caso em que p = 2, temos que L?(0,T;V) é um espaco de Hilbert, com o
produto interno

(0, 0) oy = / (u(t), v(t)). dt.

Um resultado importante a respeito dos espagos LP (0,7;V') é o que permite fazer a
1 1

identificacdo (L? (0,T;V))" ~ L2(0,T;V'), onde — + — = 1, para o caso em que p = 1,
P q

identifica-se (L' (0,T;V))" ~ L= (0,T;V"). Faremos agora o caso em que p = 1 e V =
L?(Q). Para isso defina

!/

F:L>(0,T;L%(Q) — (L' (0,T;(L*()))
u — F(u)

onde
F(u): L' (0,T;(L*())) — R
T
§ — (F(u),§) :/0 (€(), u(t)) (r20)y xr2(0) 4t
F' é linear, continua e bijetiva. Deste modo fazemos a identificacao:
L= (0,75 L%(9)) = (L' (0,75 (L*())))"

9



e os elementos de L* (0, T; L*(f2)) podem ser vistos como elementos do dual de
L' (0,75 (L3(£2))"). Entao quando dizemos que
u, = u em L™ (O, T; LQ(Q)) ,

temos que

(uy, §) — <Ua5>(Ll(o,T;(L?(Q))/))/xLl(O,T;(L?(Q))') ,Veel (0,7 (L2(Q))/) ’

o que significa que

T T
| €0 u®papamt = [ €0uoraad 0D
vV £eL'(0,T;(L*(Q)).
Temos agora a seguinte proposicao
Proposigao 1.11 Se u, = u em L= (0,T; L*(Q)), entio u, — u em L?(0,T; L*(2)).
Demonstracgao:

Dada h € (L?(0,T; L*(Q)))’, pelo teorema de Riesz existe uma tinica ¢, € L2 (0, T; L*(Q))
tal que

<h,w>(L2(Q))’XL2(Q) = (SDh,U))LQ(Q) Ywé& L2 (0,7-'7 L2(Q)) = Lz(Q)

Considere

£€:(0,7) — (L*Q)
to— E(1),

onde
§): L°(92) — R
[ = <§(t)7f>(L2(Q))/XL2(Q) = (¢n, f) -

Entao ¢ € L' (0,T; (LQ(Q))/). Pela hipétese e considerando em (1.1) a funcéo ¢ acima
definida, segue que

10



/OT (on w(8)) dt — /OT (onul®) dt.

Entretanto note que

/0 (on (1) dt = /Q o (5, 1)1 (3, )t = (91, 10) 12

= (h,uw) (L2(0,T;L2(2))) x L2(0,T;L2(2))

e analogamente

T
/U (n,u(t)) dt = <h’u)(L2(0,T;L2(Q)))’><L2(0,T;L2(Q)) .

Portanto:

/
<h; Uu> — <h’7u>(L2(0,T;L2(Q)))/xLQ(O,T;LQ(Q)) 5 V h & <L2 (O,T, LQ(Q))) s

ou seja
u, = wem L* (0,T; L*(2)) .
O

Uma distribuigao vetorial sobre (0, T") é qualquer aplicagao linear e continua de D(0,T")
em V', o espago das distribuigdes vetoriais representaremos por D’(0,7; V).

Considere u € LP(0,T;V) e ¢ € D(0,T), a integral (integral de Bochner)

/o u(t)p(t)dt

existe como um vetor de V', entao

T,:D(0,T) — V

- /O w(t)p(t)dt
11



é linear e continua no sentido da convergéncia de D(0,T), isto é, T,, é uma distribuigao
vetorial sobre (0,7"). A distribuicdo T}, é univocamente determinada por u e com isso
fazemos a identificacao u ~ T,,.

Define-se a derivada de uma distribuigao vetorial como segue: sejam u € D'(0,T;V)
en >0, a derivada de ordem n de u é dada por

d"u n/ A
<E,S0> =(-1) <U, %> , VoeD(,T).

Seja V' um espago de Banach. Representamos por C ([0,7]; V) o espaco das fungoes
vetoriais u de [0,7] com valores em V, tais que t — |ju(t)|yv é continua em [0,7]. A
norma em C ([0, T]; V') é dada por

lelleqoryvy = max flu®)lly-

Dizemos que u € C,, ([0,T]; V) quando a aplicagao t — (£, u(t))y ¢ continua em [0, 77,
vV £ € V. Com respeito a estes espacos, temos

Proposicao 1.12 Sejam V e H dois espacos de Hilbert e 1 < p < oo. SeV — H e
ue€ LP(0,T;V) comu' € LP(0,T; H), entao v € C ([0,T]; H) N Cy, ([0,T]; V).

Demonstracao: [12].

1.5 Espacos de Sobolev
Consideremos €2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' bem regular. Definimos o
espaco de Sobolev como:

WmP(Q) ={u e LP(Q); D € LP(Q), V |a] < m},

onde D“ é o operador de derivacao de ordem «, no sentido das distribuicoes. Este espaco
estd munido da seguinte norma:

hSA

lallwmoe = | 32 10Ul

0<|er|<m

12



Em especial, quando p = 2 o espaco W™?(Q) é um espago de Hilbert que denotamos
por H™(Q2). O fato que, em geral, D(£2) nao é denso em H™(2) nos motiva a definir um
NOVO espaco

m e )
Hy' () =D(Q)

que é um espago de Hilbert quando munido da topologia induzida do H™(£2). Represen-
tamos o dual de HJ"(Q2) por H~™(Q2).

A desigualdade abaixo nos permite estabelecer uma norma em Hj(£2) equivalente a
norma induzida por H'(2).

Proposicao 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q) um aberto do R™ limitado em
alguma direcao ;. Entao

lul < (b—a)|Vul, v e Hy(Q),
onde proj;Q2 C (a,b).
Demonstragao: Ver [16]. Pagina 36.

A aplicacao [|ul| i) = |Vu| define uma norma em H;(Q2) a qual denotaremos sim-
plesmente por ||u||. De posse da desigualdade de Poincaré, verifica-se facilmente que esta
norma ¢ equivalente a norma usual, induzida por H*(€2). Associado a essa norma temos
o produto interno

((u,0)) = (Vu, Vo).
No espago H}(Q2) N H%(Q) utilizaremos a norma, equivalente a usual induzida por

H?(Q), dada por

||U||H3(Q)mH2(Q) = |Aul.

1.6 Teorema Espectral

Na resolucao de equagoes diferenciais parciais é necessario a obtencao de bases conve-
nientes, o teorema Espectral constitui numa ferramenta para obté-las. Considere V e H

dois espagos de Hilbert complexos tal que V' < HeV édenso em H , seja também a(u, v)
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uma forma sesquilinear, hermitiana e continua em V' x V tal que existem ag e @ em R,
com « > 0, satisfazendo

Rela(v,v) + ap(v,v) ] > allv||i, Vv e V.

Considere

D(A) = {u € V; a forma antilinear v — a(u,v) é continua},

onde V' estd munido com a topologia de H. Sendo V denso em H podemos prolongar
v — a(u,v) a todo H. Pelo teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um unico
Au € H tal que a(u,v) = (Au,v)y, ¥V v € V. Note que desta forma definimos um
operador A com dominio

D(A)={ueV; 3 f € H tal que a(u,v) = (f,v)y, VveEV}e Au=f.

Portanto, daqui temos que D(A) é um subespaco linear de H e A: D(A) CV — H é um
operador de H. Assim diremos que A ¢é definido pela terna {V, H, a(u,v)}.

Proposicao 1.14 (Teorema Espectral) Nas condi¢oes acima, obtemos:

(1) A € auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (w,),en de H constituido
por vetores proprios de A.

(ii) Se (\))ven sao os wvalores prdprios de A correspondentes aos (wy,),en entao

D<M < a<...< A\, <..., eN — .

(iii) O dominio de A é dado por:

D(A) = {u € H; Z)\il(u,wy)HP < oo}.

(iv)

Au = Z)\V(u,w,,)gw,,, YV u e D(A).

v=1

Demonstragao: Ver [18]. Pagina 127.
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1.7 Resultados Gerais

Reunimos nesta secao outros resultados que serao usados nesta dissertacao.

Proposicao 1.15 (Desigualdade de Young) Se a, b sao nimeros reais nao negativos
entao

a? bl
a/bg _+_7
b q

semprequel<p<ooe%+%:1.

Demonstracao: Ver [14]. Pagina 75.

Proposigao 1.16 (Lema de Gronwall) Seja m € L'(a,b) tal que m > 0 q. s. em
(a,b) e seja ¢ > 0. Consideremos ¢ : [a,b] — R continua verificando

o))<+ [ miere(e)de, v i€ ot
Entao
o(t) < ceffm(@dg, Vtea,bl.
Demonstracao: Ver [13]. Pagina 198.

Agora temos dois resultados da teoria de E.D.O.. O teorema de Peano nos garante a
existéncia de solugoes local, e o outro nos permite, mediante a algumas hipdteses, estender
a solucao.

Proposigao 1.17 (Teorema de Peano) Seja Q2 C R™ Q um aberto conexo contendo
o retangulo:

R ={(t,x), |z — x| < a, |t —1ty] < b}

(a e b sao mimeros reais nao negativos) e f : Q C R™™ — R"™ uma func¢do continua.
Entao existe pelo menos uma solu¢ao x = x(t) do problema de Cauchy:

dx
o 6w (1.2)
l'(t()) = 29

num certo intervalo I (tendo ty como ponto interior).
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Demonstragao: Ver [17]|. Pégina 26.

Proposigao 1.18 Sejam D = [0,T7] x B, T > 0 finito, B = {x € R"; ||z||g» < b}, b>0
e [ satisfazendo as sequintes hipoteses sobre D:

(a) f(t,x) é mensurdvel em t para cada x fizrado;
(b) f(t,x) € continua em x para quase todo t fixado,
(c) Eziste uma funcao m(t), integrdvel em Proj,D, tal que |f(x,t)] < m(t).
Seja ¢(t) uma solugao de
¥ =ft,r) 0<t<Ty<T,
2(0) = o, [zollen < 0.

Se p(t) < M,V te|0,T], M independente de t € [0,T)|. Entio ¢ prolonga-se como
solugao do problema a todo intervalo [0, T].

Demonstragao: Ver [5]. Pagina 15.

No estudo do comportamento assintotico usaremos o seguinte lema devido a Nakao.

Proposicao 1.19 (Lema de Nakao) Seja E uma fungao nao negativa e limitada defini-
da em RT, satisfazendo a desiqualdade

sup BT < Cy[E(M) - E(t+1)], VteR", (1.3)

1<E<t+1
onde Cy € uma constante positiva e r é uma constante nao negativa.

(i) Ser >0, entdo existe uma constante C > 0 tal que
E(t)<CA+1t)"r, V>0

(ii) Ser =0, entao existem constantes positivas K e p tal que

E(t) < Ke ™™, Vt>0.

Demonstragao: Ver [19].
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Capitulo 2

O Problema nao Degenerado

Conforme citamos na introducao, neste capitulo apresentamos um estudo do problema
(4) no caso nao degenerado.

Em todo este capitulo, bem como no capitulo 3, €2 representa um subconjunto aberto,
conexo e limitado do R™ com fronteira I' bem regular.

2.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Global

O resultado de existéncia e unicidade é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja M € C' ([0,00); R) satisfazendo

0<mo<MON), VA>0. (2.1)

Dados ug € HY () N H*(Q) e uy € HY(Q) tais que

2

FlauP) < (22)

1
BCY ([ |ua
2‘/m0 mo

onde

Mwol”) | g~ o /s), (23)

mo 0<s<Cy

A w2
M) = /0 M(E)de, € = 1t

entdo existe uma unica fungdao u : Q x [0,00) — R tal que: para todo T' > 0,

(i) we C([0,T]; Hy(€2)) N CH([0, TT; L*(2)) N Cu ([0, TT; Ho (2) N H*(2))
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(if) u' € C([0,T}; L*(2)) N Cu ([0, TT; Hy (2))

(iii) w” € L>=(0,T; L*(Q))

(iv) (u"(t) — M (Jlum(H)||?) Au(t) + 2vu/(t),v) =0,V t >0 eV v € H(Q)
(v) u(0) = up, v (0) = uy

Demonstragao:

Sejam (A?) jen € (wj)jen sequéncias de autovalores e autovetores do operador —A, com
D(—A) = HY(Q) N H?(Q), dada pelo teorema Espectral (1.14).

Para cada m € N, denotamos por V,, = [wi,ws,...,wy,] 0 espago gerado pelos m
primeiros autovetores do sitema (w;);en € U (t) : [0, T,] — V4, dada por

Um(t) = igjm(t)wj, 0<t<T,, (2.4)

j=1
solugao do seguinte problema aproximado:

(i (t) = M ([ ()]1*) Aum(t) + 2715, (8),wi) =0, VL € [0, Tn) € 1 < i <

m

m(0) = ttom = 3. (to, wj)w; — o em Hy (2) N H(); (2:5)

ul (0) = Uy = Y (ur,wj) w;j — up em Hy(Q).

3

<

3

<
—

Para garantir a existéncia das solucoes aproximadas u,,, vejamos que:
(U ()sw;) = > Ghl) (wy,w1) = g (8),
j=1
(—Aup(t),w;) = <—A (Z gjm(t)wj> 7%') = (Z gjm(t)/\?wjawz) = Al gim(t),
j=1

J=1

(1)) = (Zg;mum,wz-) — i (0),

> gim(O0)w; = um(0) = uom =Y _ (ug,w;)w; e
j=1 j=1

Y G Ow; = u,(0) = uim = > (1, w)) w;.
j=1 j=1
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Logo o problema aproximado (2.5) é equivalente ao seguinte sistema de E.D.O.:

do

Gim(t) (o, w1) (u1,w1)
2(t) = 9277?@) = (o, w2) = (u1,w2)
Gmm (1) (10, W) (u1,wm)

N2 <§; Aggf.m(t)) 0

vemos que o sistema (2.6) consiste em encontrar

zZ:00,T7, — R™

glm(t)
e oz < | 20
gmm(t)
tal que:
Z"(t)+2v2'(t) + A(Z(t)) Z(t) = 0,
Z(0) = Zy, (2.7)
Z'(0) = Z.
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Agora seja

v
Y(t) = Yiﬁi’z) _ { g(éf) ] Ve[0T,
Yonlt)

entao

_ Z'(t) ]
—A(Z)Z(t) = 292'(1)

- ——A(OZ(t)) —2171 } [?(tt))}

0 I
= | —Ay() 21 } Y,

donde resulta que o sistema (2.7) é equivalente ao problema:
Y' = h(Y)
{ Y(0) = Yo (28)

onde

0 1
Yoo h00= | ) - |Y

Desta forma, estabelecemos a equivaléncia entre o problema aproximado (2.5) e o pro-
blema de E.D.O. (2.8). Note que h é continua, pois por hipétese M € C' (]0,0);R),
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logo pelo teorema de Peano (proposi¢ao (1.17)), o problema (2.8) tem solucao local
(Yo, = Ya(t), 0 <t <T,) e consequentemente fica garantida a existéncia das solugoes
aproximadas u,,.

Estimativas a Priori

Estimativa 1:

De (2.5) temos a seguinte equagao aproximada:

(u! (t),v) — M (||um(t)||2) (At (t),v) + 2y (u,,(t),v) =0, Vv € Vp,. (2.9)

m

Tomando v = 2u!, (t) obtemos

d, d :
U OF + M ([[um () 2 llum O + 47|, (8] = 0.

Integrando de 0 a t, t < T,,, encontramos

[, (£)]* +/0 M ([l (E)1I7) %Hum(é)IIQdéJrM/o [, () 2dE = [y, (0.

Desde que

t (|2t (£) |2
M (1) e lhm 1P = /” M(€)de

um (0)]?

[ (£) |2 0
- / M(E)de + / M(€)de
0 |

|um(0)H2

= M ([lum@)*) = M (Jlun(0)])

segue que

[t () + M ([ (1)) +4v/0 [ ()€ = Juu, (0)[* + M (|| (0)]7) - (2.10)

De (2.1) podemos ver que

A A
M\ = /0 M(&)de > /0 modé = moA, ¥V A > 0.
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Usando esta desigualdade, (2.10) e o fato de que uy,, — u1 em H}(Q) — L?(Q) e ugm — uo
em H}(Q)N H%(Q) — H}(Q), segue que

|, ()2 + mo[um ()12 + 47 [ ur, (O)2dE < Jua]* + M (Jluoll) (2.11)
0
donde
mo

Agora pelo teorema (1.18) e a estimativa (2.11) podemos estender a solu¢ao do pro-
blema aproximado ao intervalo [0, 00). De fato, basta observarmos que

Yo ®llzen = [(g1m(®), ---,gmm(t) Fim () -, G (8)) o

= D g +Zg = [um ()" + Ju, (1)”
i=1
< cfum(t )||2+|um( P <k, Vt>0,VmeN.

Como consequéncia, as estimativas (2.11) e (2.12) sao vélidas para todo t € [0, 00) e todo
m € N.

Estimativa 2:

Consideremos as seguintes funcgoes:

&M ([lum (0)])]
M (Jlum(®)]1?)

[, (D)1
M (Jlum (®)]]?)

Da definigao de z,,(t) temos que

+ |Aum(t>|2 e ap(t) =

2 (t) = , t>0.

i (O] < (&M (Jum(®)]2))?

assim

S (lum (D))

— \M' (o (1) < et (61| < 2Bt (6t 6
< 2BC} (2m®)M (lum(®)]2))?

22



Desta desigualdade e da definicao de oy, (t), temos

2BC?
< 1
am(t) < 7

e (2 ()M ([ (1)]]))

1
2 (1). 2.13
() (213)
Por outro lado, da defini¢ao de z,, e da hipdtese de dados pequenos (2.2), temos que

Mumoy 1A O )

2BCE [ || (0)||? ?
\/ Mo Mo

22(0) = 2BCE ([ |u,(0)]”
Vaun A/ Mo M

IN

[

1 1
2BC} ? ’
< CF | |lwl] 4 \Au0|2
AVALL mo
< 4. (2.14)
Em particular fazendo ¢ = 0 em (2.13) e usando (2.14) segue que
a,(0) <47y, Vm e N, (2.15)
como «,,, ¢ continua, entao existe 7 > 0 tal que
ap(t) <4y, 0 <t <tr. (2.16)
Provaremos agora que (2.16) vale para todo t > 0 e todo m € N, isto é,
Qp(t) <4y, Vt>0, VmeN. (2.17)
Defina

tr, =sup{s > 0 tq a,(t) <4y, 0 <t < s},

e (2.17) estara provado se mostrarmos que ¢}, = oo, V. m € N. Suponha, por absurdo, que

tr, < oo para algum m € N. Logo pela defini¢ao de ¢}, e a continuidade de o, vemos que:

(2.18)
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Fazendo v = —2Au/, (t) na equagao aproximada (2.9), temos

d, d :
O + M ([un®OI) 2| AunOF + 4y, (O] =0,

mas

d 2 2\ __ 2 d 2 2d 2
7 (M (lun @) [Awn()F) = M (Jum (1) 1 Aum(@)* + [Aun (@) ZM (Jun®])

logo

O + M (et (1) [ B0t (1)) + 43 ()1 = | M ([ ()]

Substituindo a defini¢ao de z,, encontramos

& (M (Jun (1)) + 43l ()17 = [N (O £ (e (0)]?).

ou ainda

OM (Jun(®I) + 20 S (s (O12) + O = [ DO S (0],
donde
50 = s |- O (el0l) — Al ol

b 18U M (lan®P)|

@0 [ S M (eI

= M ®P) | Mm@ 4”]

O [1421 (lun 1)
= W () | M (@) 4”]
— M( () —47), V1> 0. (2.19)

M (fJum (8)]])

Disso e (2.16) segue que
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20 (1) <0, 0<t<tr.

Integrando de 0 a ¢, obtemos z,,(t) < 2,,(0), 0 <t < ¢ . Tomando em particular ¢t = ¢},
e notando (2.13) e (2.14) chegamos a

o que é um absurdo, pois contraria (2.18), e isto prova (2.17).

De (2.17) e (2.19) temos que z,, é decrescente, portanto

4mgy?
>
Zm(t) < B2 Vt>0, VmeN,
donde
[y, ()12 5 Amgy?
W\ Ay (¢
v AumOF < e

aqui My = max M(s). Entao existe Cy > 0 independente de m e t tal que
0<s<C

[l ()7 + [Aw, (8) 7 < Co. (2.20)
Estimativa 3:

Fazemos v = u! (t) na equagao aproximada (2.9) temos

[t (O + M ([Jun (0)]17) (=Dt (£), 25, (£)) + 2 (), (£), 1, (2)) = 0,

donde

[ (£)*

m

M ([t (E)7) /(= Dt (£), 25, ()] + 27 (117, (£), 1y, (£))]
M (J[1am (7)1 A (£)] 11, (£)] + 2 1 (8)] [, ()]
= [M (lum @) |Awm (6] + 27 |uy, ()] fuy, (£)].

IA A

25



Desta estimativa, (2.11) e (2.20) resulta que existe uma constante Cj, independente
de t e m, tal que

lur ()] < Cs (2.21)

Passagem ao Limite:

Com as estimativas obtidas podemos encontrar uma subsequéncia (u,),en de (U, )men
e uma funcao u : 2 x [0, 00) — R satisfazendo (i)-(iii) do enunciado do teorema, tal que

u, —u em C ([O,T]; Hg(Q)) ,
u, —u em C([0,T];L*(Q)),
up =’ em L™ (0,T;L*(Q)) .
Assim, passando ao limite vemos que u satisfaz (iv)-(v). No préximo capitulo, onde
faremos o estudo do caso degenerado, a passagem ao limite serd feita em detalhes. Como
aqui a situacao é analoga, para evitar duplicidade omitiremos os detalhes.

Unicidade:

Sejam u e v duas fungoes satisfazendo (i)-(v), entdo denotando w = u — v temos

(w"(t) = M ([u(®)]I*) Au(t) + M ([l(B)[I*) Av(t) +2yw'(t), ) =0, ¥ >0, & € Hy(Q).

Somando e subtraindo M (||u(t)||?) Av(t) encontramos

(w"(t) = M ([u(®)]?) Aw(t) + 29w'(t), ) = (M (Ju®)]]*) = M (o)) Av(t), ¥).

Tomando 1 = 2w'(t) e notando que

d 2 2\ _ 2 d 2 2d 2
7 (M ([lu@IP) lw®IF) = M ([u@®)]?) Zlw@* + Tw@IF =M (lu@lF)

temos

%[Iw’(t)l2 + M (u@)) lw®)]*] + 4y’ @¢)?

= 2(M ([lu®)]?) - (||v(t)||2))(Av(t),W’(ﬂHllw()IIQ;f (lu®)1%) -
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Logo,

% [l @)1 + M (Ju(@)l?) w(®)]]*] + 4y’ @)

< Cy (Jlw@®l|w' @] + [lho@®)]?)
< G5 (W' OF + lw®)]?)

aqui usamos que w satisfaz (i), (ii) e também a estimativa

M (u(®)]?) = M (Jlv(®)]*)] < 2L w(@)]].

Integrando de 0 a t e usando que w(0) = w'(0) = 0, obtemos

[/ (O + M ([u@®)]?) [ho@)]* < 05/0 (@I + [w'(€)]?) de.

Como por hipétese 0 < my < M (), temos que existe uma constante Cy tal que

t
W' ()] + [lw(®)]* < CG/O (oI + [w' () d,
e pelo lema de Gronwall segue que

W' ()] + [lw(®)|I* =0, ¥t >0,

donde w(t) = 0, isto é, u = v, 0 que prova a unicidade.

2.2 Comportamento Assintético

Nesta segao, aplicaremos o Lema de Nakao (1.19) para mostrar o decaimento exponencial
da energia do problema. Seja u dada pelo teorema (3.1), entao definimos

E(t) = 5 (WP + 3 (Jut)]2)) , t > 0. (2.22)

N | —
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Teorema 2.2 Consideremos as mesmas hipoteses do teorema (2.1) e além disso supo-
nhamos que M'(X\) >0,V A > 0. Entao existem constantes positivas k e p tal que

E(t) <ke ™ Vt>0. (2.23)

Demonstracgao:
Tomando v = 2u/(t) em (iv), temos

S0P + M (Ju()) ) + 42l () =
d— 2\ __ 2 d 2
S (Ju(0)?) = M () (o)
portanto
[ 0P + 37 (lu®))] + 4 () =0
donde

E'{t)+ 29[/ ())* =0, V> 0. (2.24)

De (2.24) vemos que E ¢ decrescente. Integrando de 0 a ¢, resulta

t
B(t) + 27/ (€)2de = E(0) =: By, ¥t >0,
0
portanto E é limitada.

Mostraremos agora que E satisfaz as condi¢oes do Lema de Nakao. De fato, integrando
(2.24) de t a t + 1 e fazendo

F?(t) = E(t) — E(t+1) (2.25)

temos

t+1
m[ W (€)Pde = F2(t). (2.26)
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Portanto

% (/ " ()de + / " ()de + / ru'<£>|2ds)=F2<t>.

+i t+3

- : . . 1 3
Pelo teorema do valor médio para integrais, existem ¢, € |¢,1 + 1 ety € |t+—,t+1

4
tais que
WITATE: t4+1 , o ()2 t+1 ,
= [T wgras o M T g pae
t t+3
Logo
(¢ 2 t+% (¢
27<’“(41)' [ pae+ ) - P
t+Z
Portanto

2F(t

)+ e < 20 (227

Por outro lado, usando (2.1), encontramos

1 — cm
B() = £ (WP + 3 (lu@)]?) > 2 u(o),
donde

9 2

lu(t)|* < —E(t). (2.28)

Ccmyo

Voltando na equagao (iv) e fazendo v = u(t), tem-se:

M (|[u@®)]*) lu@®)* = —% (W (), u(t) + [ (0)]* — 2 (W' (£), u(t)) -

Integrando de t; a to:
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/ M ([a(©)F) (@I = (o (0, ultr) — (o (k). ults)) + / W/ (€) P
- o [ W@ e
< Wlate)| +le@late)| + [ P
+ o [ @l (2.20)

mas de (2.27), (2.28) para € > 0, temos

‘u/(h)HU(tl)lS\/_f/i;it) C:OE(tl)g f\Q/];_f) cQTrioE(t)’ (2.30)

onde na ultima desigualdade usamos que F é decrescente. Analogamente

e < 20 2 g, (2.31)

Também vemos que

o [ e < 2 [T o +ae [ lueras
< PO e s (o)
t<E<t+1
F2(t)  2ve
< S+ LB, (2.32)

Usando (2.26), (2.30), (2.31) e (2.32) em (2.29) temos

[ ey e < (U5 o+ (B0 b, ey

CImyo

Por outro lado, usando a hipétese adicional M’(A) > 0, ¥ A > 0, temos que M é nao
decrescente. Entao
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B(t) = 5 (WOF + 37 (Ju@)I)) < 5 (wOF + [OI?M ()]?))

Integrando de t; a ty, usando (2.26) e (2.33) segue que

2/t2 B(¢)de < (w) F2(8) + <M) E(1). (2.34)

. 2ey cmy

Novamente pelo teorema do valor médio para integrais, temos que existe t* € [t1, 5] tal
que

B <250~ 1) =2 [ BE)

t1

De (2.34) e a desigualdade acima resulta que

B(t*) < (w) F2(6) + <M> E). (2.35)

2e7y cmy

Agora, integrando (2.24) de t a t* obtemos

E(t) =2 / o (€)Pde + B (),

donde de (2.26) e (2.35) segue que

B(t) < (4+ 2 ;;f 257) F() + (%EV)) E(t).

2e(1+7)
CImyg

Escolhendo ¢ > 0 de forma que 1 — > (0, temos que existe uma constante Clg

tal que

E(t) < CeF2(t).

Como E é decrescente e pela definicao de F? segue que

sup E(€) < Cs (E(t) — E(t+1)).

1<E<t+1

Aplicando o Lema de Nakao (1.19) concluimos a prova do teorema.
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Capitulo 3

O Problema Degenerado

Neste capitulo vamos apresentar um estudo do problema (4), no caso degenerado quando
M(X\) = A\*, a > 1. Neste caso, nao serd possivel usar a hipétese 0 < mg < M(A), V
A > 0, e consequentemente o procedimento usado no capitulo anterior nao funciona. Desta
forma, para superar as dificuldades que surgem, é preciso introduzir novos argumentos ao
método. Na primeira secao, secao 3.1, apresentamos resultados de existéncia e unicidade
de solugao global e na se¢do 3.2 mostraremos o comportamento assintético (decaimento

algébrico).

3.1 Existéncia e Unicidade de Solucao Global

O resultado de existéncia e unicidade de solugao global é dado pelo teorema:

Teorema 3.1 Sejam ug € HL(Q) N H%(Q), ug #0, e uy € H}(Q) tais que

1
a—1 u 2
Oé\/§ [(Oé + 1) (|u1|2 + ||u0||2) + HuOHQ(a—H)} 2(a+1) |J||| 1||||2a + |AU0|2} < v

entdo existe uma tnica fungdo u : Q x [0,00) — R tal que para todo T > 0,
(i) we C([0,T]; Hy(Q)) N CH([0, T; L*(Q2)) N Cw ([0, TT; Hy () N H*(Q))
(i) v € C([0,T]; L*(Q)) N Cw([0, TT; Hy(2))

(iii) u” € L®(0,T; L*(Q))

(iv) (u"(t) — lult)]|?* Au(t) + 270/ (t),v) =0,V ¢ >0 e ¥ v € HY(Q)

(v) u(0) = up, v'(0) = uy
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Demonstracgao:
Sejam (/\3) jen € (w;)jen sequéncias de autovalores e autovetores do operador —A, com
D(—A) = H}(Q) N H*(Q), conforme (1.14).

Para cada m € N, denotamos por V,, = [wi,ws,...,wy] 0 espago gerado pelos m
primeiros autovetores do sitema (w;);en €

U () =D gim(Dwy, 0 <t < T,y (3.2)
j=1

solugao do seguinte problema aproximado:

(um () = (5 + [l (0)1P*) A (t) + 2927, (t), wi) = 0, VE € [0, ] e L < i <y
U (0) = uom = D (ug, w;)w; — ug em Hy(Q) N H*(Q);

j=1 (3.3)
ul, (0) = Uy = > (ur,w;) wj — ug em H(Q).

j=1

Para garantir a existéncia das solucoes aproximadas u,,, vejamos que:

Zgjm w]’wl _g;;n(t)’

HZ gjm (t)w;

j=1

- ((Zgjmw, > g@-m<t>wi)> = > )3 i) ()

> GOl =D Xg5 (),
j=1 j=1

(—Aup(t),w;) = ( <Z Gjm(t ) ,wi> = <Z gjm(t))\?wj,wi> = A2 Ggim (1),

(U, (1), wi) = (Z g;m(t)wj,wi> = Gim (1),
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m

Zgjm(o)wj = U (0) = uom = Z (1o, wj) wj,

Jj=1

m

> G (0w =, (0) =t = Y (w1, w;) w.
j=1

j=1
Entao o problema aproximado (3.3) é equivalente ao sistema de E.D.O.:
Gim (1) + (W% + (Z Af-g?m(t)> ) A2 Gim(t) + 2G5, (1) =0, Yt € [0,T,], 1 <i <m
j=1

gim(0) = (ug,w;), 1 <i <my
G (0) = (ug,w;), 1 <i<m.

(3.4)

Considerando m € N fixo, vamos omitir o indice para simplificar a notagao. Fazendo

Gim(t) (o, w1) (u1,w1)
Z(1) gznf(t) o= (an'wz) 7= (Ula'wz)
G () (o, Win) (w1, wim)
A:R"™ — M,xm
7 = (Zla-”’Zm) — A(Z) = (aij<Z))m><m
onde

0 N Sei;’éj,

k=1

vemos que o sistema de E.D.O. (3.4) consiste em encontrar
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Z:00,7,,) — R™

glm(t)
PR Z(Zf) _ g2rrzz(t)
gmm<t)
satisfazendo
Z"(t)+ 2772 (t) + A(Z(t)) Z(t) = 0,
Z(0) = Zy, (3.5)
Z'(0) = Z.
Agora seja
Yi(t)
v = |y | = [ 20 ] viel0.Lnl
Voul)
entao
v = [ 240 1
- I —A(Z( —27vZ'(t) 1

0 I ()
B : —A(Z(1)) —27[1 [ Z'(t) }
= _—A(g/(t)) —2]71 ] Y,

donde resulta que o sistema (3.5) é equivalente ao problema:

Y = h(Y)
{ Y(O) =Y, (3.6)
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onde

ou ainda

h<Y) = (Ym—l—h Ym+2a ce 7)/2m7 _/\%

1 m :
E + <Z()\kyk)2) Yi — 2’7Ym+1, ey
k=1
1 m ¢
— N | =+ (Z(Am)?) Yy — 2mm>
m k=1
e
[ (UOawl) i
ZO <u07wm)
Y f— f—
0 [ A } (U1,w1)
L (ulﬂwm) _

Desta forma, estabelecemos a equivaléncia entre o problema aproximado (3.3) e o
problema de E.D.O. (3.6). Se provarmos que h = h(Y') é continua, pelo teorema de Peano
(proposicao (1.17)), o problema (3.6) tem solucao local (Y, = Y,,(t), 0 < t < T,,) e
consequentemente fica garantida a existéncia das solugoes aproximadas u,,. Observando a
definicao da funcao h, para verificarmos sua continuidade, basta provarmos que a aplicacao

Z (AeYe)? }
k=1

¢ continua de R*" em R, 1 <1 < m. De fato, seja (V,),.y C R*" tal que ¥, — Y, onde
Y,=,1,....Y0m) e Y = (Y1,...,Ys,). Logo

A (% + (i()‘kyu,k)2> ) Y,i— A (% + (i(AkYk)Q) > Y;
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- x <%+ (i(AkYM ) (Vi — )
+ (% v <i<ka>2>a> - (% + (iwm?)a) v,
< A %+ (i(AkYy,wQ)a Y, = Yil
=
o @(Akyy,k)?)a - (gww)a v 6.)

como Y, — Y ¢é fécil ver que (Z()\kY%kf) ¢ limitado. Também observamos que
k=1
M) = X* A >0ea > 1, é Lipschitziana sobre os intervalos compactos I C [0, 00).

Entao

(Z (AkYk ) — (Z(Akyk)2> < Z (MY, r)? Z (AkYr) ‘
k=1 k=1 k= =1
S Z ’YVZk

k=

Isto e (3.7) nos levam a

A (% + (i(AkYy,ﬁ) ) Yo — N (% + (i(AkYkV) ) Y
k=1 k=1

< kY, = Yi| + ke Z Y2, = V2] =0, quando v — oo.
k=1

o que prova a continuidade da fungao h.

Estimativas a Priori
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Estimativa 1:

De (3.3) temos a seguinte equagao aproximada:

(W 00) = (o + B O ) (Btn(0).0) + 27 (00).0) = 0. ¥ v € Vo

Tomando v = 2u/, (t) na equagao aproximada acima obtemos

2(u, (1), g (1)) — 2%(Aum(t),%(t))—2||um(t)||2“(Aum(t),u;n(t))
+ Ay (up, (1), u, (1) = 0.

Desde que
! ! d 2
—2(Atm(t), (1)) = 2 ((wm(t), w (1)) = — [lum ()],
temos
d, ., o  1d 2 20 4 2 / 2
— —— *— 4 = 0.
S (P + — i (O + [ (D2 a8 + 43, (D] = 0

Observando que

L d d [ 1 .
Jom @ 5l 1 = 5 (gl 1)

a equagao (3.9) pode ser reescrista na seguinte forma:

1
i OF + @7 + ||um<t>llg°‘+2] + 4, (1) = 0.

dt
Integrando de 0 a t, t < T,,, obtemos

a—+1

1 1 ¢
/ t 2 - mt 2 mt 200+2 4 / / Zd
|2, (1)) +m||u N + aHIIu O + 4y i |y, (§)|7dE
1 1 o
= !uin(0>!2+allum(0)\!2+—aHHum(O)!F i
1

< mz . 2 . 2042
S e
< 2 2 20042
< fua]® + [Juol +a+1lluOII ,
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onde na ultima desigualdade usamos as convergéncias ui, — u; em Hj(Q) — L*(Q) e

Ugm — up em HJ () N H?(Q) — H(). Logo

[ ()] +

onde
||2a+2.

1
C — 2 2
0 = |ur]” + [luol]” + —a+1||uo

Note que de (3.10) podemos ver que

(@) < [(@ + 1)Co] =7 =: C.

t
@+ 4y [ u, ©Pde < Gy (310)
0

(3.11)

Agora pela proposigao (1.18) e a estimativa (3.10) podemos estender a solu¢ao do
problema aproximado ao intervalo [0, 00). De fato, basta observarmos que

Y ®llzzn = [(g1m(®), ---,gmm(t) Frm (L), -

+ G (8)) [z

= D gl +Zg = |t (1) + [, (£) [
i=1

< cllum®* + Ium( )I* < k.

Estimativa 2:

Nesta estimativa introduziremos as seguintes fungoes auxiliares:

/ 2
(],

) = o S o 2

Fnu(t) = fm(t) + |Aum(t)|27 t=>0.

é facil ver que

0< fin(t) < Fn(t), V=0, VmeN.

Além disso, desde que ug # 0, temos
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lua?
[l

[am
m=t A [lugm >

F,.(0) = + | Augm|* — + |Aug)?, quando m — oo.  (3.13)

Observamos que pela hipdtese de dados pequenos (3.1), segue que

lua?
[[uol|*

) 14

+ ’AUO|2 S 9 )

onde Cy = &C{ail). Entao levando em conta (3.13) e (3.14) temos que existe mg € N
(suficientemente grande) tal que

F(0) < (012)2 Y m > m. (3.15)

Desta desigualdade e (3.12) resulta que

1
Pela continuidade da aplicac¢do t — Cyfi3(t), concluimos que para cada m > my, existe
tm > 0 tal que
1

Entretanto, o salto significativo neste momento é provarmos que:

Cgfn%@(t) <y, Vt>0eVm>mg. (3.16)

Para tal, definimos para cada m > my

1
tr =sup{s > 0 tal que Cofi3(t) <7, 0 <t < s}

e (3.16) estard provado se mostrarmos que t, = oo, ¥ m > my. Portanto, suponhamos,
por absurdo, que isto nao ocorra, ou seja, para algum m > mgy tem-se ¢ < oco. Entao,

1
pela defini¢ao de ¥, e a continuidade da aplicacao t — Cyf3(t) de [0,00) em R, resulta
que
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Cofa(t) = 1. (3.17)

Derivando F,(t), usando (3.11) e o fato de que u,, é solu¢ao aproximada, temos:

donde

ZFa(t) =

IN

IN A

2 (m "+ Jun (8)]>*) (up, (), —Aug, (1))
(m =+ [fun (8)][2)?
20 ()22 (l 0), wn D Iy O a0 o A
. (1 :)g'um(t)nm)z + 2 (Aup(t), Aug, (1))
2 (ul (t), —Aul (t ,
e+ [l ()2 + 2 (Aup(t), Au,,(t))
2ar|unm ()] ((um (1), upa (1)) s, (8]
(m =+ [[um (£)]12)*
(u () = (M7 + [[um () [1*) Ay (t), —2Au;,(¢))
m= A+ |un (8)[*
2ar|um (8] ((um(t), uia (1)) s, (8]
(m =+ [[um (£)]12)*
(=27up,, (1), =28, () 2alflun(t)|** ((um(t)a%(t)))f )
m=t + [l ()] m=t + [ ()] "
20| ()] ((um(t), wia(2)))

B T T O o
20llun (B 2

v flt) + FA)

! (1 4 [ (1) [22)%

o e ,

Ay ft) + 20 un (D] ( ) Fa ()

! (1 + (D)2
g f(8) + 20 (8)* £ )
— 4y fm(t) + 200071 £2 (1)
L fat) + 20,5 (1),
Ly <2 <—27+02f%(t)> F), V>0 (3.18)
dt- "~ mn mAt) = :

Desta desigualdade e a definicao de t;, obtemos:

41



CRalt) < 227+ N full) = ~2flt) <0, 0 1 <15,

Integrando de 0 a ¢, temos

(3.19)

Em particular para ¢ = ¢, temos

ﬁwmgmmm<M@<(lf,

onde na ultima desigualdade usamos (3.15). Entao

Cofa(ty,) <~

o que é um absurdo, pois contradiz (3.17), provando-se a desigualdade (3.16).

Agora, considerando (3.16) e (3.18) temos que

SF(0) 422y =3 fu(t) <0,

ou

d

Integrando de 0 a ¢, obtemos

Fonlt) + 2 / F(€)dE < Fu(0) < (Cl)

ou ainda

oz, ()11
m=t A [l (1)]

w0+ [ @< (1) (320)
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Estimativa 3:

Fazemos v = u! (t) na equagdo aproximada (3.8) temos

[ (O] + (17 4 (D11 (= A (£), 1, (£)) + 27 (g (£), v (8)) = 0,

donde

[t (£)*

m

(" N (O11) 1= At (£), 25, ()] + 2 (113, (£), 1, (1))
(1 + [ (1) [ A (8)] e, (8)] + 2 (8)] [, (£)]

= [+ Num @) [ ()] + 2911, ()] T, (£)].
(

Desta estimativa, (3.10) e (3.20) resulta que existe uma constante Cj, independente
de t e m, tal que

|t (1)] < Cs (3.21)
Passagem ao Limite:
Das estimativas temos :
(wn) 6 limitada em L™ (0,7 Hy(Q) N H*(Q)),
(

(uj,) ¢ limitada em L (0,T; Hy(2)),
(up) 6 limitada em L™ (0,7 L*(Q)).

Portanto existem uma subsequéncia (u,),en de (U )men, U, v, € w tais que
u, = u em L*®(0,T;Hy(Q)NH(Q),

(
u, >v em L>(0,T;Hy(Q)),
up = w em L™ (0,T;L%9Q)).

Agora desde que L> (0,T; H}(Q) N H?(Q)) — L>(0,T; H3 () — L*(0,T; L*(Q)),
pela proposigao (1.11) podemos concluir que

u, = u, u,—v, u,—w em L*(0,T;L*)).
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Como L2 (0,T; L*(92)) — D'(Q) e o operador derivacao é continuo em D’(Q), obtemos
que

v=u'em L* (0,T; Hy(?)) e w=u" em L® (0,T; L*(2))

Resumindo temos

u, >u em L®(0,T;Hy(Q)NH*Q)), (3.22)
u, >u' em L*(0,T;Hy(2)), (3.23)
up = u” em L™ (0,T;L%*Q)) . (3.24)

De (3.22), (3.23), (3.24) e da proposicao (1.12) temos que
we C([0,T); Hy(Q) N Cy([0,T]; Hy(Q) N H()),
v e C([0,T]; L*(Q) N Cy ([0,T]; Hy()) .

Por outro lado, das estimativas temos que (u, ) é limitada em C ([0, T]; H} () N H*(Q))

< O ([0,T); HI(Q)). Logo existem uma subsequéncia de (u, ) ey, que ainda iremos deno-
tar por (u,),en, € v € C ([0,T]; H3(2)), tais que

u, — v em C ([0, T]; Hy()) . (3.25)
Como
C ([0,T]; Hy(Q)) < L= (0, T Hy(Q)) e L (0,T; Hy () N H?*(2)) — L (0,T; Hy (),

de (3.22), (3.25) e a unicidade do limite fraco estrela em L> (0,T; H}()), segue que

u=vem L (O,T; Hg(Q)) ,

e portanto,

u, — wem C ([0,T]; Hy(Q)) . (3.26)

Analogamente, (i) e 6 limitada em C ([0, T]; HY(Q)) < C ([0, T]; L2()). Portanto

u, — ' em C ([0,T]; L*(Q)) . (3.27)
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Em resumo, provamos que u satisfaz (i)-(iii) do teorema (3.1). Agora mostraremos (iv).

Seja j € N fixo. Multiplicando a equagao em (3.3) por 8 € D(0,T) e integrando de 0
a T" encontramos

/0 (W (t),w)) B(1)dE — / (A, (), ;) O(t)dE — / (I (1) 12 Ay (), ;) B(8)

14

+ / ol (), 05) Bt = 0, ¥ v > (3.28)

Sabemos que u/ = u” em L (0,T; L*(2)), entdo por (1.1) temos

T T
/0 (), ul () 2y 2y At — /O (€, 1" (1)) 120y p2e) A (3.29)
vV £eL'(0,T;(L*()).

Tomando em particular:

£:00,7) — (L*Q)
£(t)

1

onde

) L*(Q) — R
o = (&), ) = (p,w;)0(1)

vemos que £ € L' (0,T; (L*(Q2))). Logo substituindo esta £ em (3.29) resulta que

/DT (un(t),w;) O(t)dt — /OT (u"(t),w;)0(t)dt, V 6 € D(0,T) quando v — oo. (3.30)

Para o segundo termo de (3.28) vemos que

T T
1/ (—Aul,(t),wj)e(t)dt‘ < 1/ A (8)][6()|dt < < — 0, quando v — oo. (3.31)
0 vVJo v

14

Também podemos ver que
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| enowpona — | (2w’(t),wj)9(t)dt‘:2v | o = oma

IN

2y max {|6(¢)]) / (1) — o (1))t

0<t<T

IN

r
29T max {10(t)[} lw, — @lleqomize) — 0,

aqui usamos (3.27). Logo

/OT (2yul, (t),w;) O(t)dt — /OT (29 (t),w;) O(t)dt, ¥ 0 € D(0,T) quando v — 00.(3.32)

Agora veremos a convergencia do termo nao linear. Para isso temos que

I = / (ot ()22 Dt (1), 05) O()t / () |22 Au(t), wy) O(t)dt

= /0 (llaw (117 A (£) = [fuay (£) [P Aa(E) + [, (£) ][ ** A (t)
= [lu@ P Au(t), wy) O(t)dt|

= | ol A — uw).wp o

b [ QI = Ju0l) Buto ) o001
= |- [ B0 o - e o

0

b [ Gl = ) (o ot

2
< 72l (g O ) o, — uleormyn)
~y T
I 200 2c
+ (g lo00) & [ Mool = futol (3.33)

como a aplicacdo A — \2® é continua com derivada continua sobre [0, T], pelo teorema do
valor médio temos que

[l 17 = @] < L[l (O] = Tu@II] < Ll () = @)l < Lllw, = vl oo 21, (0))-
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Voltando em (3.33) vemos que existe uma constante k tal que

I < k||, — U||c([o,T];H3(Q))'

Portanto, tomando o limite quando v — oo, de (3.26) resulta que

/0 ety (D22 (A (), ) B(t)dt — / lu(t)|® (Aut).wy) 6(t)dE. (3.34)

Agora de (3.30), (3.31), (3.32) e (3.34), tomando o limite em (3.28) quando v — oo

/T (u"(t) — [|u(®)|** Au(t) 4 2vu/(t),w;) O(t)dt =0, ¥V 8 € D(0,T), ¥ j € N.

Como (w;),en é uma base para Hj (), por densidade resulta que

/T (u"(t) — [Ju(®)|**Au(t) 4 2v4/(t),v) O(t)dt = 0, V 6 € D(0,T), ¥V v € Hy(Q).
Logo

(u"(t) = [|[u(®)|**Au(t) 4+ 294/ (t),v) =0, Vv € Hy(Q), g.s. em [0,T7].

Pela arbitrariedade de T' > 0 e a unicidade de solugao (que serd verificada mais a frente)
temos que u : Q x [0, 00) — R satisfaz (iv).

Dados Iniciais:

De (3.26) e (3.27) temos que

u,(0) — u(0) em Hy(Q) e u,(0) — u/(0) em L*(Q).

Também temos

u,(0) = ug, — ug em Hy(Q) N H*(Q) — Hy(Q)
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u!, (0) = uy, — up em Hy(Q) — L*(9).
Portanto u(0) = ug em Hy(Q) e v/(0) = uy em L?(Q2). Mas como ug € Hy(2) N H?(2)

e u; € H}(Q), em verdade temos:

u(0) = ug em Hy(Q) N H*(Q)

u'(0) = uy em Hj (),
o que prova (v).
Unicidade:

Antes de provarmos a unicidade demonstraremos que |[u(t)|| > 0,V 0 < ¢t < co. Para
isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.1 Sejav € C, ([0,T]; HY(Q) N H*(Q)) comv' € C, ([0, T); HY(Q)) satisfazendo

{ o'(8) = o@)[P*Av(t) + W'(t) = 0 em LX(Q), 0<t<T, (3.35)

v(T)=0, V' (T)=0,
onde \ € uma constante positiva. Entdo v(t) =0, para 0 <t <T.

Demonstracgao:
Tomando o produto interno em (3.35) por 2v'(t), temos

@) +

a+1

o Je@I+2] + 20 =0

Integrando de t a T', t < T,

@) +

T
IO =2 [ P

Logo
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T
W) < 20 / W(©Pde, ¥ te0,T).

Agora seja

2:[0,T] — R
n o= 2(n) = [0'(T —n)f

entao

T 0 T—t
0< (T —t)=|v/(t)* < 2/\/t [v'(§)]7d¢ = —QA/ [0(T = n)|*dn = QA/O z(n)dn,

T—t

onde na pentltima igualdade usamos a mudanca de varidavel ¢ = T'—17. Resumindo temos

0<z(y) < %/OyZ(n)dm vV yel0,T],
z(0) = (7)) =0.

Logo, pelo lema de Gronwall, segue que z(t) =0, V ¢ € [0,T]. Desta forma, v'(t) = 0 em
L*(Q), V ¢ € [0,T]. Como por hipdtese v(T) = 0, concluimos que v(t) = 0 em L?(Q), V
te[0,7].

O

Agora podemos provar que |[u(t)|| > 0, V ¢ > 0. De fato, suponha, por um momento,
que ||u(T)]] = 0 para algum T > 0. De (3.20) e a imersao H}(Q2) — L?(Q) temos

CACI S (C] ( g )27

<c —
vt u ()P = vt o flu (TP Ca

ou seja, existe uma constante positiva k tal que

lu, (T))* < k (v~ + [Ju, (T)[]**), Vv eN.

Levando-se em conta (3.26) e (3.27), tomando o limite na desigualdade acima encon-
tramos
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W/ (T)* < Kllu(T)|** = 0.

Portanto u satisfaz as condigoes do Lema 3.1, donde resulta que u(t) = 0 em L?*(92),
vVt €[0,7]. Em particular, u(0) = up = 0 o que contradiz a hipdtese uy # 0. Isto prova
que

lu(?)] >0, ¥V ¢ > 0. (3.36)

Provaremos agora a unicidade. Sejam u e v satisfazendo (i)-(iv) e consideremos w =
u —v. Entao

w(t) = [lu(®)** Au(t) + [o(t)[|**Av(t) + 29w'(t) = 0

= Jlu®)*Au(t) + [Jo(t)|[** Av(t)
= —llu®]** (Au(t) = Av(t)) = u(t)|[**Av(t) + [l(t)]]** Av(t)
= Ju@®)IP*Aw(t) = (lu@®)]* = [lv@)][**) Av(?)

portanto

(w"(t) = u@®)[**Aw(t) + 29w'(t),v) = (([u®)]* = [l(®)]**) Av(t),v)

Vv e HNQ),Vt>0. Fazendo v = 2w'(t) na equagao acima obtemos

Sl P+ T () + 4l ()
= 2 (Ju()* ~ () (do(), w'(2)
< 2P — oI |Av(o) (1)
< O fl@) P = o) 2] ') (3.37)

mas

)P a2 = & (o)) — el PR S fu@ 2 (339
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[lu@)I* = llo@)]*] [N + No@) Qu@I* = To@1%)]
Cs [[lu@)[* = [lo(@)]]
Collu(t) — v (@)

Collw(t)]- (3.39)

IA A

Usando (3.38) e (3.39) em (3.37), segue que

lu@) P llw (@] + 47|’ (¢)]”

Collw@®)[[lw' ()] + 2al[w(®) [ [lu®)*** ((u(t), v'()))
Cr (lw®* + [w'(1)]*) + Csllw(®)|*,

ININ +

donde

% ([0’ @OF + [lu@ [P lw®)]*) < Co (' @) + [w®)]I?) -

Integrando de 0 a t e notando que w(0) = w'(0) = 0, temos
t
[/ (O + [[u@®) " lw®)])* < 09/0 ([0’ ()1 + [w(§I*) d&, ¥t = 0.
Seja T' > 0 arbitrariamente fixado e

or = min {Jju(t)|**; 0<t<T},

entao

W' ()] + orllw(®)|]* < 09/0 (I (©F + lw(§)l*) d&, ¥ t € [0, T].

Agora tomando o min{1, 7} temos que existe uma constante Cp tal que

W' () + Jw®)]* < CT/O (' (©F + lw(&)|*) d&, ¥ t € [0, T].
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Pelo Lema de Gronwall segue que

[w' (&) + [lw(®)][* = 0 em [0, 77,

logo

w(t) =0em Hy(Q), Vtel0,T],

0 que prova a unicidade.

3.2 Comportamento Assintético

Nesta se¢ao vamos aplicar o método de Nakao, e mostrar o decaimento algébrico da energia

E(t) = [ (®)]" + lu(®)][***2, t >0, (3.40)

a+1

onde u ¢ a func¢do dada pelo teorema (3.1).
Teorema 3.2 Consideremos as mesmas hipéteses do teorema (3.1) e seja u satisfazendo
(i)-(v). Entdao existe uma constante positiva k tal que

Elt)<k(l+1t) = (3.41)

Demonstracgao:
Fazendo v = 2u/(t) em (iv), temos

d o
(WO + @) + 0P =
Logo
d I 2
EE(t) + 4y’ (t)]* = 0. (3.42)

Portanto a energia é decrescente. Integrando (3.42) de 0 a ¢ temos
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t
B(t) + 47 / W (€)Pde = E(0) = By
0
isto é, E é limitada por Ej.

Mostraremos agora que E(t) satisfaz a desigualdade do Lema de Nakao. De fato,
integrando (3.42) de t a t + 1 e fazendo

F2e @) = B(t) — E(t + 1),

temos

t+1
b [ WP = P (3.43
t
Portanto
+3 t+2

t+1 t+2 t+1
dry ( / |u/(€)|7dg + / |u/(€)Pdg + / \U’(f)!2d£> = PPty (3.44)

1 3
Pelo teorema do valor médio para integrais, existem t; € [t,t + Z] ety € {t + 7 t+ 1]

tais que

/ 2 t+1 / 2 t+1
O [T ugpae o M- [ ugpag

4 4 +3

Isto e (3.44) nos conduz a

/ 2 t+2 ’ 2
4,}/ <|U (Zfl)l +/+1 ]u’(&)]2d§+ |u (4752)| ) :FQ(Q+1)(t).

4

Portanto

F2(a+1) (t)

[/ (t)* + [u'(82)* < >

(3.45)
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Por outro lado,

[/ (6)] +

C
lu(®)]P*+? > ——Jlu()*"* = —=

> > Ju(t) [+,
a+1 a+1

a—+1

u(t)[2e+D < ¢y E(1).

Fazendo em (iv), v = u(t), temos

lut)[[*** =

S 1), ul0) + [ (1) — 29 (), (1),

Integrando de t; a %9

t1

Agora, seja e > 0. Usando a desigualdade de Young (com ¢ =2(a+ 1) e p =

/ @I rde = (), u(t)) — (o (t), ulta)) + / (o)

t1

. / (), u(€))de

t1

< () [u(ty)] + Ju'(f2) [Ju(t2)] + /tQ [/ (€)|*dg

t1

Lo / i (©) ()| de.

t1

(3.45), (3.46) e o fato que E(t) é decrescente, para i = 1,2 temos

! (&) |u(t:)]

ou seja

20+ 1 ; 2(at1) 3
B O R
2(a+ 1)ezait 2+ 1)

o 2

atl 2ot 1 Fg(z‘j:l) (t) + Cne

2720+ (v + 1)g2atT
200 + 1 2(a+1)2 Ciie 5

F2a+1 (t) +

|u(ti)|2(a+1)

IA

IN

27%(04 + 1)5ﬁ+1

’ 2(a 1)2
[/ (£:)|[u(t;)| < Cha(e)F 25t () + ChacE(t).

o4

(3.46)

(3.47)

2(a+1))
2a+1 /)

(3.48)



De (3.43), (3.46) e o fato de que E = E(t) é decrescente, temos também que

IN

o [ W@luteras < 2] s juter] [ e
|

11 t<¢<t+1
11 1
( / !u’(&)!?ds)

< VA| s ]| P

t<E<t+1

2| swp fule)

t<E<t+1

1 1
VACE™ B ()P 1)

1 1
ﬁCfl(cH—l) EOQ(cH-l) FaJrl(t)
= OuFti(t). (3.49)

IA

IA

Usando (3.43), (3.47)-(3.49), temos

f2 2002 2(a+1)2 2(a+1)
/ (E)P2dE < 200 R () + 200 m) + T
t1

+ Cu P (t)

_ 202 F2a<t> a—1 2
= 2012(€)F2(’+1 (t) + 4/_}/ + 014F (t) F (t)

+ 20138E(t>, (350)

sabemos que F(t) = (E(t) — E(t + 1))2<a1+1> e como E = E(t) é decrescente resulta que
P

2
0 < F(t) < ¢, c-constante, ¥V ¢ > 0. Além disso, note que 5 (:_ .
Q
Logo

>0,2aa>0ea—12>0.

2@2 F2a
(2012(€)F2134H(t) + 47(t) -+ 014Fa_1(t)) S 015(5), YVt Z 0. (351)

Este fato e (3.50) implicam que

/ : [u(€)|[2F2de < Cus(e) F2(t) + 20152 E(t). (3.52)

t1

Por outro lado, temos que

E(t) = [u'(t)]" + ()22 < o/ (8)1* + flu(e) ]2,

a—+1
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Integrando de ¢; a t9, usando (3.43), (3.51) e (3.52) resulta

[ e < [Cwores [ e

t1 t1 t1

< % + 015(€)F2(t) + 2013€E(t)
_ (F Z(t) + 015(5)) F2(t) + 20152 B(1)

S 2015(5)F2(t) + 20136E(t)

Novamente, pelo teorema do valor médio para integrais, existe t* € [t1, ts] tal que

(ts — 1) E(t") = / § E(€)de < 2C15(e) F2(t) + 2C13e E(L).

t1

Logo

%E(t*) < 2C15(e)F2(t) + 2C152 E(t). (3.53)

Agora, integrando (3.42) de t a t*, temos

E(t) = 4y / 1 (€) P + B(t")

De (3.43), (3.51), (3.53) e esta tultima igualdade obtemos

F2tD (1) 4 4C15(e) F2(t) + 40152 E(2)
(F2(t) 4+ 4C15(2)) F2(t) + 4C13e E(t)
4(y + 1)Ci5(e) F?(t) + 4C 32 E(t)

= Cis(e)F?(t) + CireE(t).

E(t)

IN

IN

1
Escolhendo ¢ tal que 0 < e < oo temos que existe uma constante Cig independente de ¢
17

tal que

E(t) < CigF?(t),
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ou ainda

Ea+1(t) < 019F2(a+1)(t).

Sabendo que E ¢ decrescente, a desigualdade acima nos leva a

sup {ETHE)} < Cio (E(t) — E(t+1)).

t<€<t+1

Aplicando o Lema de Nakao, concluimos a demonstracao de teorema (3.2).
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