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Outubro de 2002



SOBRE UMA CLASSE DE PROBLEMAS
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Resumo

Neste trabalho estudamos a existência e unicidade de solução global do problema de
valores iniciais e de fronteira para a equação hiperbólica degenerada:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
−M

(∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u + 2γ

∂u

∂t
= 0 em Ω× (0, T ),

u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = u1(x) em Ω,

onde M(λ) = λα com α ≥ 1, ∀ λ ≥ 0, Ω é um aberto limitado bem regular do Rn. Além
disso, estudamos o comportamento assintótico da solução.
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Abstract

In this work we study the existence and uniqueness of global solution of the initial
boundary value problem for degenerate hyperbolic equation:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
−M

(∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u + 2γ

∂u

∂t
= 0 in Ω× (0, T ),

u = 0 on ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = u1(x) in Ω,

where M(λ) = λα with α ≥ 1, ∀ λ ≥ 0, Ω is a bounded regular open in Rn. Moreover,
we study the asymptotic behaviour of the solution.
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Introdução

Em 1.883 G. Kirchhoff [10] deduziu a seguinte equação diferencial parcial como um modelo
não linear para as vibrações transversais de um corda elástica de comprimento L, presa
nos extremos:

∂2u

∂t2
−

(
P0

ρh
+

E

2Lρ

∫ L

0

∣∣∣∣
∂

∂ξ
u(ξ, t)

∣∣∣∣
2

dξ

)
∂2u

∂x2
= 0, (1)

onde

• u(x, t) é o deslocamento do ponto x no instante de tempo t;

• E é o módulo de Young do material;

• P0 é a tensão axial inicial;

• h é a área da seção tranversal da corda;

• ρ é a densidade de massa.

A generalização natural, para o caso n-dimensional, do problema misto associado à
equação (1) é o problema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
−M

(∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u = f em Q = Ω× (0, T ),

u = 0 em Σ = Γ× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2)

onde Ω é um aberto limitado do Rn com fronteira bem regular Γ, T > 0; e M : [0,∞) → R
é uma função real não negativa.
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No problema (2), conforme mencionamos acima, a função M é não negativa. Além
disso, motivado pelo caso unidimensional quando a tensão axial inicial é não nula (P0 > 0),
considera-se a hipótese adicional:

0 < m0 ≤ M(λ), ∀ λ ≥ 0 (3)

e neste caso, diz-se que o problema é não degenerado.

O estudo matemático do problema (2) começou com S. Bernstein [2] e R. W. Di-
ckey [7] que estudaram o caso unidimensional, não degenerado e dados iniciais anaĺıticos.
Já em 1.975, S. I. Pohozhaev [21], investigou o caso n-dimensional, também para dados
anaĺıticos. Em 1.977, J. L. Lions [12], formulou os resultados de Pohozhaev num con-
texto de espaços de Hilbert abstrato, obtendo resultados mais claros e apresentando uma
coleção de problemas os quais abriram uma ampla linha de pesquisa ainda bem ativa nos
dias atuais.

Considerando o problema (2), não degenerado, com dados iniciais não anaĺıticos a
existência de solução local pode ser vista em P. H. Rivera Rodrigues [22], entretanto a
existência de solução global é um problema em aberto. Na busca de solvabilidade global,
acrescenta-se efeitos dissipativos passando-se, por exemplo, ao problema:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂2u

∂t2
−M

(∫

Ω

|∇u|2dx

)
∆u + 2γ

∂u

∂t
= 0 em Q = Ω× (0, T ),

u = 0 em Σ = Γ× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x),
∂

∂t
u(x, 0) = u1(x) em Ω,

(4)

onde γ é uma constante positiva. Neste caso, com a hipótese de dados iniciais pequenos,
em E. H. Brito [4] prova-se a existência e unicidade de solução global, bem como, decai-
mento (comportamento assintótico). No lugar do termo dissipativo 2γu′ pode-se também
considerar dissipações do tipo −∆u′ ou (−∆)αu′, conforme L. A. Medeiros - M. Milla
Miranda [15].

Por outro lado, quando M não satisfaz a hipótese (3), ou seja, temos simplesmente
M(λ) ≥ 0, ∀ λ ≥ 0, então os problemas (2) e (4) são ditos degenerados. Os casos de-
generados provocam enormes dificuldades e as técnicas utilizadas para o estudo dos casos
não degenerados não funcionam. Além disso, o comportamento da solução é alterado.
Em função disso, a existência de solução global, no caso degenerado e dados iniciais não
anaĺıticos, para uma função M geral é ainda um problema em aberto.
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O objetivo principal desta dissertação é apresentar um estudo sobre a existência, uni-
cidade e comportamento assintótico de solução global para o problema (4), no caso par-
ticular degenerado em que M(λ) = λα, α ≥ 1, conforme K. Nishihara - Y. Yamada [20].

Para completude do trabalho e para facilitar a análise acerca das diferenças entre os
casos degenerado e o não degenerado, apresentamos também um estudo sobre a existência,
unicidade e comportamento assintótico de solução global para o problema (4) no caso não
degenerado.

Ainda sobre o caso degenerado, para o problema (2) com dados iniciais anaĺıticos,
podemos citar A. Arozio- S. Spagnolo [1], P. D’Ancona - S. Spagnolo [6] e S. Spagnolo
[23]. Para dados iniciais não anaĺıticos, Y. Ebihara [8] e Y. Ebihara - L. A. Medeiros - M.
Milla Miranda [9], obtiveram resultados de existência e unicidade de solução local.

A dissertação esta dividida em três caṕıtulos. No caṕıtulo 1 fixamos a notação e apre-
sentamos os resultados preliminares que serão usados. No segundo caṕıtulo estudamos o
problema (4) no caso não degenerado e no terceiro e último caṕıtulo estudamos o proble-
ma (4) no caso degenerado com M(λ) = λα, α ≥ 1.

É importante notar que todos os resultados aqui apresentados continuam válidos, sem
alteração alguma, quando ao invés do operador −∆, L2(Ω), H1

0 (Ω) e H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω)

considerarmos um contexto abstrato onde: V e H são espaços de Hilbert tais que V
c

↪→ H
e V denso em H, a(u, v) : V × V → R é uma forma bilinear, cont́ınua e coerciva e A o
operador definido pela terna (V,H, a(u, v)). Neste contexto, o problema (4) toma a forma:

∣∣∣∣∣
u′′ −M

(
|A 1

2 u|
)

Au + 2γu′ = 0 em H,

u(0) = u0, u′(0) = u1,

cuja existência, unicidade e comportamento assintótico de solução global, no caso não
degenarado, pode ser vista em E. H. Brito [4] e, no caso degenerado com M(λ) = λα,
α ≥ 1, em K. Nishihara - Y. Yamada [20]. Adotamos o modelo concreto para obter uma
maior clareza num primeiro contato com o problema.
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Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

Nesse caṕıtulo estabeleceremos as notações e apresentaremos em forma de proposições os
resultados básicos que serão usados nos caṕıtulos posteriores.

1.1 Topologias Fraca e Fraca Estrela

Uma propriedade importante das topologias é que se uma topologia possui menos abertos
então ela possui mais compactos, e estes por sua vez são importantes para os teoremas
de existência. De forma breve apresentaremos aqui duas topologias menos fina, isto é,
possuem menos abertos que a topologia da norma, esta última chamamos de topologia
forte.

Seja E um espaço de Banach com dual E ′ . A topologia fraca σ(E, E ′) sobre E é a
topologia menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′. Quando
(xn)n∈N converge para x em E segundo a topologia fraca denotamos por xn ⇀ x em E.
Temos a seguinte proposição:

Proposição 1.1 Seja (xn)n∈N uma sequência num espaço de Banach E. Então

(a) xn ⇀ x em E ⇔ 〈f, xn〉 → 〈f, x〉, ∀ f ∈ E ′.

(b) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E.

(c) Se xn ⇀ x em E, então ‖xn‖ é limitada e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.
(d) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [3]. Página 35.

4



Vale ressaltar aqui que se E tem dimensão finita, então as topologias forte e fraca
coincidem.

Sobre E ′ temos duas topologias: a topologia forte, associada a norma, e a topologia
fraca σ(E ′, E ′′). Podemos ter uma terceira topologia, para isso seja x ∈ E fixo e defina

Jx : E ′ → R
f 7→ 〈Jx, f〉E′′,E′ = 〈f, x〉E′,E

verifica-se que Jx é linear e cont́ınua, portanto (Jx)x∈E é uma famı́lia de elementos de E ′′.
A topologia menos fina de E ′ que torna cont́ınuas todas as aplicações da famı́lia (Jx)x∈E

é chamada topologia fraca estrela, denotada por σ(E ′, E). Quando (fn)n∈N converge para

f segundo essa topologia escrevemos: fn
∗
⇀ f em E ′. Note que quando E é reflexivo

(E = E ′′) as topologias fraca e fraca estrela coincidem. Temos os seguintes resultados:

Proposição 1.2 Sejam E um espaço de Banach e (fn)n∈N uma sequência em E ′. Então

(a) fn
∗
⇀ f em E ′ ⇔ 〈fn, x〉 → 〈f, x〉, ∀ x ∈ E.

(b) Se fn → f em E ′, então fn ⇀ f em E ′.

(c) Se fn ⇀ f em E ′, então fn
∗
⇀ f em E ′.

(d) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ‖fn‖ é limitada e ‖f‖ ≤ lim inf ‖fn‖.

(e) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [3]. Página 40.

Destacamos ainda

Proposição 1.3 Sejam E um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma sequência li-
mitada em E ′. Então existe uma subsequência (fnk

)k∈N que converge na topologia fraca
estrela.

Demonstração: Ver [3]. Página 50.

Proposição 1.4 Sejam E um espaço de Banach reflexivo e (xn)n∈N uma sequência limi-
tada em E. Então existe uma subsequência (xnk

)k∈N que converge na topologia fraca.

Demonstração: Ver [3]. Página 50.
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1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um aberto do Rn e 1 ≤ p < ∞, definimos Lp(Ω) como sendo o espaço das funções
mensuráveis u : Ω → R tal que |u|p é Lebesgue integrável sobre Ω. A norma em Lp(Ω) é
dada por:

‖u‖Lp(Ω) =

[∫

Ω

|u(x)|pdx

] 1
p

.

Para o caso em que p = ∞ definimos L∞(Ω) como sendo o espaço das funções mensuráveis
que são essencialmente limitadas e

‖u‖L∞(Ω) = inf{c; |u(x)| ≤ c q.s. em Ω},
é uma norma em L∞(Ω). Temos que

Proposição 1.5 Lp(Ω) é um espaço de Banach para todo 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração: Ver [3]. Página 57.

Proposição 1.6 (Desigualdade de Hölder) Se u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) então uv ∈
L1(Ω) e tem-se a desigualdade

∫

Ω

|uv| ≤ ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω),

onde 1 ≤ p ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1.

Demonstração: Ver [3]. Página 56.

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert. Nesta dissertação, denotaremos o
produto interno e norma em L2(Ω) por

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx,

|u|2 =

∫

Ω

|u(x)|2dx.

Um resultado importante é a proposição abaixo, a qual permite identificar o dual de

Lp(Ω) com Lq(Ω), onde
1

p
+

1

q
= 1.
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Proposição 1.7 (Teorema da Representação de Riesz) Sejam 1 < p < ∞, ϕ ∈
(Lp(Ω))′ e

1

p
+

1

q
= 1. Então existe uma única u ∈ Lq(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀ v ∈ Lp(Ω) e ‖u‖Lq(Ω) = ‖ϕ‖(Lp(Ω))′ .

Demonstração: Ver [3]. Página 61.

Quando p = ∞, temos

Proposição 1.8 Seja ϕ ∈ (L1(Ω))
′
. Então existe uma única u ∈ L∞(Ω) tal que

〈ϕ, v〉 =

∫

Ω

u(x)v(x)dx, ∀ v ∈ L1(Ω) e ‖u‖L∞(Ω) = ‖ϕ‖(L1(Ω))′ .

Demonstração: Ver [3]. Página 63.

Para finalizar esta seção denotamos por L1
loc(Ω) o espaço das funções que são inte-

gráveis a Lebesgue sobre cada compacto de Ω.

1.3 Distribuições

No estudo de equações diferenciais parciais, para que seja posśıvel resolver problemas em
que os dados iniciais não possuem derivada no sentido clássico surge a necessidade de se
obter um novo conceito de derivada. Por volta de 1.936, Sobolev introduziu o conceito
de derivada fraca que apresentou o aspecto negativo de que nem toda função de L1

loc(Ω)
possui derivada neste sentido. Isto ocorreu pelo fato de se exigir que a derivada fosse uma
função localmente integrável. Em 1.945, Schwartz apresentou o conceito de distribuição
que eliminou este incoveniente da derivada fraca. Além disso se uma função possui deriva-
da no sentido clássico, então ela coincidirá com a derivada distribucional, portanto temos
uma generalização do conceito de derivada. Nesta seção faremos uma breve introdução
ao estudo das distribuições, apresentando as notações e resultados que serão usados pos-
teriormente.

Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e k = (k1, k2, . . . , kn) ∈ Nn um multi-́ındice, denotamos
|k| = k1 + k2 + . . . + kn e definimos

Dk =
∂|k|

∂k1x1∂k2x2 . . . ∂knxn

,
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o operador derivação de ordem |k|. Quando |k| = 0, define-se D0u = u, para todo u.

Por D(Ω) denotamos o espaço das funções testes em Ω. Denomina-se distribuição
sobre Ω a toda forma linear e cont́ınua, T : D(Ω) → R. O conjunto de todas as dis-
tribuições sobre Ω é um espaço vetorial o qual representa-se por D′(Ω), chamado espaço
das distribuições sobre Ω. Neste espaço introduzimos a seguinte noção de convergência:
uma sequência (Tν)ν∈N ⊂ D′(Ω) converge para T em D′(Ω) se para toda ϕ ∈ D(Ω) a
sequência numérica (〈Tν , ϕ〉)ν∈N converge para 〈T, ϕ〉 em R.

Seja u ∈ L1
loc(Ω), então Tu definida em D(Ω) por

〈Tu, ϕ〉 =

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx, ∀ ϕ ∈ D(Ω),

é uma distribuição sobre Ω.

Proposição 1.9 (Lema de Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então Tu = 0 se e

somente se u = 0 q. s. em Ω.

Demonstração: Ver [16]. Página 10.

Desta proposição tem-se que Tu fica univocamente determinada por u q. s. sobre Ω,
isto é, se u, v ∈ L1

loc(Ω), então Tu = Tv se e somente se u = v q. s. em Ω. Por este motivo,
identifica-se u com a distribuição Tu por ela definida.

Ressaltamos aqui que existem distribuições não definidas por funções L1
loc(Ω), pode-se

ver um exemplo em [13], página 28. Desta forma vemos que o conceito de distribuição
generaliza o de função localmente integrável.

Proposição 1.10 Seja (uν)ν∈N ⊂ Lp
loc(Ω), 1 ≤ p < ∞, tal que uν → u em Lp

loc(Ω), então
uν → u em D′(Ω).

Demonstração: Ver [16]. Página 13.

Define-se a derivada de ordem α de uma distribuição T sobre Ω como segue:

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T, Dαϕ〉 , ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Verifica-se que DαT é uma distribuição. Com isso temos que toda distribuição sobre Ω
possui derivada de todas as ordens, que ainda é uma distribuição sobre Ω. Além disso, o
operador derivação Dk : D′(Ω) → D′(Ω) tal que T 7→ DαT é linear e cont́ınuo.

8



1.4 Espaços Lp (0, T ; V ) e Distribuições Vetoriais

Sejam 1 ≤ p ≤ ∞, V um espaço de Hilbert e 0 < T < ∞. Define-se Lp(0, T ; V ) como
sendo o espaço de Banach formado pelas funções vetoriais u : (0, T ) → V tais que a
aplicação t 7→ ‖u(t)‖V é mensurável e ‖u(t)‖V ∈ Lp(0, T ). Quando 1 ≤ p < ∞ define-se
em Lp(0, T ; V ) a norma:

‖u‖Lp(0,T ;V ) =

[∫ T

0

‖u(t)‖p
V dt

] 1
p

,

quando p = ∞, temos

‖u‖L∞(0,T ;V ) = sup
0<t<T

ess‖u(t)‖V .

Para o caso em que p = 2, temos que L2(0, T ; V ) é um espaço de Hilbert, com o
produto interno

(u, v)L2(0,T ;V ) =

∫ T

0

(u(t), v(t))V dt.

Um resultado importante a respeito dos espaços Lp (0, T ; V ) é o que permite fazer a

identificação (Lp (0, T ; V ))′ ≈ Lq (0, T ; V ′), onde
1

p
+

1

q
= 1, para o caso em que p = 1,

identifica-se (L1 (0, T ; V ))
′ ≈ L∞ (0, T ; V ′). Faremos agora o caso em que p = 1 e V =

L2(Ω). Para isso defina

F : L∞
(
0, T ; L2(Ω)

) → (
L1

(
0, T ; (L2(Ω))′

))′
u 7→ F (u)

onde

F (u) : L1
(
0, T ; (L2(Ω))′

) → R

ξ 7→ 〈F (u), ξ〉 =

∫ T

0

〈ξ(t), u(t)〉(L2(Ω))′×L2(Ω) dt

F é linear, cont́ınua e bijetiva. Deste modo fazemos a identificação:

L∞
(
0, T ; L2(Ω)

) ≈ (
L1

(
0, T ; (L2(Ω))′

))′
,

9



e os elementos de L∞ (0, T ; L2(Ω)) podem ser vistos como elementos do dual de
L1 (0, T ; (L2(Ω))′). Então quando dizemos que

uν
∗
⇀ u em L∞

(
0, T ; L2(Ω)

)
,

temos que

〈uν , ξ〉 → 〈u, ξ〉(L1(0,T ;(L2(Ω))′))′×L1(0,T ;(L2(Ω))′) , ∀ ξ ∈ L1
(
0, T ; (L2(Ω))′

)
,

o que significa que

∫ T

0

〈ξ(t), uν(t)〉(L2(Ω))′×L2(Ω) dt →
∫ T

0

〈ξ(t), u(t)〉(L2(Ω))′×L2(Ω) dt, (1.1)

∀ ξ ∈ L1
(
0, T ; (L2(Ω))′

)
.

Temos agora a seguinte proposição

Proposição 1.11 Se uν
∗
⇀ u em L∞ (0, T ; L2(Ω)), então uν ⇀ u em L2 (0, T ; L2(Ω)).

Demonstração:
Dada h ∈ (L2 (0, T ; L2(Ω)))

′
, pelo teorema de Riesz existe uma única ϕh ∈ L2 (0, T ; L2(Ω))

tal que

〈h,w〉(L2(Q))′×L2(Q) = (ϕh, w)L2(Q) ∀ w ∈ L2
(
0, T ; L2(Ω)

)
= L2(Q).

Considere

ξ : (0, T ) → (
L2(Ω)

)′
t 7→ ξ(t),

onde

ξ(t) : L2(Ω) → R
f 7→ 〈ξ(t), f〉(L2(Ω))′×L2(Ω) = (ϕh, f) .

Então ξ ∈ L1
(
0, T ; (L2(Ω))

′)
. Pela hipótese e considerando em (1.1) a função ξ acima

definida, segue que
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∫ T

0

(ϕh, uν(t)) dt →
∫ T

0

(ϕh, u(t)) dt.

Entretanto note que

∫ T

0

(ϕh, uν(t)) dt =

∫

Q

ϕh(x, t)uν(x, t)dxdt = (ϕh, uν)L2(Q)

= 〈h, uν〉(L2(0,T ;L2(Ω)))′×L2(0,T ;L2(Ω)) ,

e analogamente

∫ T

0

(ϕh, u(t)) dt = 〈h, u〉(L2(0,T ;L2(Ω)))′×L2(0,T ;L2(Ω)) .

Portanto:

〈h, uν〉 → 〈h, u〉(L2(0,T ;L2(Ω)))′×L2(0,T ;L2(Ω)) , ∀ h ∈ (
L2

(
0, T ; L2(Ω)

))′
,

ou seja

uν ⇀ u em L2
(
0, T ; L2(Ω)

)
.

2

Uma distribuição vetorial sobre (0, T ) é qualquer aplicação linear e cont́ınua de D(0, T )
em V , o espaço das distribuições vetoriais representaremos por D′(0, T ; V ).

Considere u ∈ Lp(0, T ; V ) e ϕ ∈ D(0, T ), a integral (integral de Bochner)

∫ T

0

u(t)ϕ(t)dt

existe como um vetor de V , então

Tu : D(0, T ) → V

ϕ 7→
∫ T

0

u(t)ϕ(t)dt

11



é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D(0, T ), isto é, Tu é uma distribuição
vetorial sobre (0, T ). A distribuição Tu é univocamente determinada por u e com isso
fazemos a identificação u ≈ Tu.

Define-se a derivada de uma distribuição vetorial como segue: sejam u ∈ D′(0, T ; V )
e n ≥ 0, a derivada de ordem n de u é dada por

〈
dnu

dt
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
u,

dnϕ

dt

〉
, ∀ ϕ ∈ D(0, T ).

Seja V um espaço de Banach. Representamos por C ([0, T ]; V ) o espaço das funções
vetoriais u de [0, T ] com valores em V , tais que t 7→ ‖u(t)‖V é cont́ınua em [0, T ]. A
norma em C ([0, T ]; V ) é dada por

‖u‖C([0,T ];V ) = max
0≤t≤T

‖u(t)‖V .

Dizemos que u ∈ Cw ([0, T ]; V ) quando a aplicação t 7→ 〈ξ, u(t)〉V ′×V é cont́ınua em [0, T ],
∀ ξ ∈ V . Com respeito a estes espaços, temos

Proposição 1.12 Sejam V e H dois espaços de Hilbert e 1 ≤ p ≤ ∞. Se V ↪→ H e
u ∈ Lp (0, T ; V ) com u′ ∈ Lp (0, T ; H), então u ∈ C ([0, T ]; H) ∩ Cw ([0, T ]; V ).

Demonstração: [12].

1.5 Espaços de Sobolev

Consideremos Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ bem regular. Definimos o
espaço de Sobolev como:

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ≤ m},

onde Dα é o operador de derivação de ordem α, no sentido das distribuições. Este espaço
está munido da seguinte norma:

‖u‖W m,p(Ω) =


 ∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖p
Lp(Ω)




1
p

.
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Em especial, quando p = 2 o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert que denotamos
por Hm(Ω). O fato que, em geral, D(Ω) não é denso em Hm(Ω) nos motiva a definir um
novo espaço

Hm
0 (Ω) = D(Ω)

Hm(Ω)
,

que é um espaço de Hilbert quando munido da topologia induzida do Hm(Ω). Represen-
tamos o dual de Hm

0 (Ω) por H−m(Ω).

A desigualdade abaixo nos permite estabelecer uma norma em H1
0 (Ω) equivalente a

norma induzida por H1(Ω).

Proposição 1.13 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um aberto do Rn limitado em
alguma direção xi. Então

|u| ≤ (b− a)|∇u|, u ∈ H1
0 (Ω),

onde projiΩ ⊂ (a, b).

Demonstração: Ver [16]. Página 36.

A aplicação ‖u‖H1
0 (Ω) = |∇u| define uma norma em H1

0 (Ω) a qual denotaremos sim-
plesmente por ‖u‖. De posse da desigualdade de Poincaré, verifica-se facilmente que esta
norma é equivalente a norma usual, induzida por H1(Ω). Associado a essa norma temos
o produto interno

((u, v)) = (∇u,∇v) .

No espaço H1
0 (Ω) ∩ H2(Ω) utilizaremos a norma, equivalente a usual induzida por

H2(Ω), dada por

‖u‖H1
0 (Ω)∩H2(Ω) = |∆u|.

1.6 Teorema Espectral

Na resolução de equações diferenciais parciais é necessário a obtenção de bases conve-
nientes, o teorema Espectral constitui numa ferramenta para obtê-las. Considere V e H

dois espaços de Hilbert complexos tal que V
c

↪→ H e V é denso em H, seja também a(u, v)
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uma forma sesquilinear, hermitiana e cont́ınua em V × V tal que existem α0 e α em R,
com α > 0, satisfazendo

Re[a(v, v) + α0(v, v)H ] ≥ α‖v‖2
V , ∀ v ∈ V.

Considere

D(A) = {u ∈ V ; a forma antilinear v 7→ a(u, v) é cont́ınua},
onde V está munido com a topologia de H. Sendo V denso em H podemos prolongar
v 7→ a(u, v) a todo H. Pelo teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A) existe um único
Au ∈ H tal que a(u, v) = (Au, v)H , ∀ v ∈ V . Note que desta forma definimos um
operador A com domı́nio

D(A) = {u ∈ V ; ∃ f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H , ∀ v ∈ V } e Au = f.

Portanto, daqui temos que D(A) é um subespaço linear de H e A : D(A) ⊂ V → H é um
operador de H. Assim diremos que A é definido pela terna {V,H, a(u, v)}.

Proposição 1.14 (Teorema Espectral) Nas condições acima, obtemos:

(i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (ων)ν∈N de H constituido
por vetores próprios de A.

(ii) Se (λν)ν∈N são os valores próprios de A correspondentes aos (ων)ν∈N então

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λν ≤ . . . , e λν →∞.

(iii) O domı́nio de A é dado por:

D(A) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

λ2
ν |(u, ων)H |2 < ∞

}
.

(iv)

Au =
∞∑

ν=1

λν(u, ων)Hων , ∀ u ∈ D(A).

Demonstração: Ver [18]. Página 127.
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1.7 Resultados Gerais

Reunimos nesta seção outros resultados que serão usados nesta dissertação.

Proposição 1.15 (Desigualdade de Young) Se a, b são números reais não negativos
então

ab ≤ ap

p
+

bq

q
,

sempre que 1 < p < ∞ e 1
p

+ 1
q

= 1.

Demonstração: Ver [14]. Página 75.

Proposição 1.16 (Lema de Gronwall) Seja m ∈ L1(a, b) tal que m ≥ 0 q. s. em
(a, b) e seja c ≥ 0. Consideremos ϕ : [a, b] → R cont́ınua verificando

ϕ(t) ≤ c +

∫ t

a

m(ξ)ϕ(ξ)dξ, ∀ t ∈ [a, b].

Então

ϕ(t) ≤ ce
R b

a m(ξ)dξ, ∀ t ∈ [a, b].

Demonstração: Ver [13]. Página 198.

Agora temos dois resultados da teoria de E.D.O.. O teorema de Peano nos garante a
existência de soluções local, e o outro nos permite, mediante a algumas hipóteses, estender
a solução.

Proposição 1.17 (Teorema de Peano) Seja Ω ⊂ Rn+1, Ω um aberto conexo contendo
o retângulo:

R = {(t, x), |x− x0| ≤ a, |t− t0| ≤ b}

(a e b são números reais não negativos) e f : Ω ⊂ Rn+1 → Rn uma função cont́ınua.
Então existe pelo menos uma solução x = x(t) do problema de Cauchy:

∣∣∣∣∣
dx

dt
= f(t, x)

x(t0) = x0

(1.2)

num certo intervalo I (tendo t0 como ponto interior).
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Demonstração: Ver [17]. Página 26.

Proposição 1.18 Sejam D = [0, T ]×B, T > 0 finito, B = {x ∈ Rn; ‖x‖Rn ≤ b}, b > 0
e f satisfazendo as seguintes hipóteses sobre D:

(a) f(t, x) é mensurável em t para cada x fixado;

(b) f(t, x) é cont́ınua em x para quase todo t fixado;

(c) Existe uma função m(t), integrável em ProjtD, tal que |f(x, t)| ≤ m(t).

Seja ϕ(t) uma solução de

∣∣∣∣
x′ = f(t, x) 0 ≤ t ≤ T0 < T,
x(0) = x0, ‖x0‖Rn ≤ b.

Se ϕ(t) ≤ M , ∀ t ∈ [0, T ], M independente de t ∈ [0, T ]. Então ϕ prolonga-se como
solução do problema a todo intervalo [0, T ].

Demonstração: Ver [5]. Página 15.

No estudo do comportamento assintótico usaremos o seguinte lema devido a Nakao.

Proposição 1.19 (Lema de Nakao) Seja E uma função não negativa e limitada defini-
da em R+, satisfazendo a desigualdade

sup
t≤ξ≤t+1

E(ξ)r+1 ≤ C0 [E(t)− E(t + 1)] , ∀ t ∈ R+, (1.3)

onde C0 é uma constante positiva e r é uma constante não negativa.

(i) Se r > 0, então existe uma constante C > 0 tal que

E(t) ≤ C(1 + t)−
1
r , ∀ t ≥ 0.

(ii) Se r = 0, então existem constantes positivas K e ρ tal que

E(t) ≤ Ke−ρt, ∀ t ≥ 0.

Demonstração: Ver [19].
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Caṕıtulo 2

O Problema não Degenerado

Conforme citamos na introdução, neste caṕıtulo apresentamos um estudo do problema
(4) no caso não degenerado.

Em todo este caṕıtulo, bem como no caṕıtulo 3, Ω representa um subconjunto aberto,
conexo e limitado do Rn com fronteira Γ bem regular.

2.1 Existência e Unicidade de Solução Global

O resultado de existência e unicidade é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 2.1 Seja M ∈ C1 ([0,∞);R) satisfazendo

0 < m0 ≤ M(λ), ∀ λ ≥ 0. (2.1)

Dados u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) e u1 ∈ H1

0 (Ω) tais que

BC
1
2
1

2
√

m0

(‖u1‖2

m0

+ |∆u0|2
) 1

2

< γ (2.2)

onde

M(λ) =

∫ λ

0

M(ξ)dξ, C1 =
|u1|2 + M(‖u0‖2)

m0

e B = max
0≤s≤C1

|M ′(s)|, (2.3)

então existe uma única função u : Ω× [0,∞) → R tal que: para todo T > 0,

(i) u ∈ C([0, T ]; H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω)) ∩ Cw([0, T ]; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))
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(ii) u′ ∈ C([0, T ]; L2(Ω)) ∩ Cw([0, T ]; H1
0 (Ω))

(iii) u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))

(iv) (u′′(t)−M (‖um(t)‖2) ∆u(t) + 2γu′(t), v) = 0, ∀ t ≥ 0 e ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

(v) u(0) = u0, u′(0) = u1

Demonstração:
Sejam (λ2

j)j∈N e (ωj)j∈N sequências de autovalores e autovetores do operador −∆, com
D(−∆) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), dada pelo teorema Espectral (1.14).

Para cada m ∈ N, denotamos por Vm = [ω1, ω2, . . . , ωm] o espaço gerado pelos m
primeiros autovetores do sitema (ωj)j∈N e um(t) : [0, Tm] → Vm dada por

um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)ωj, 0 ≤ t ≤ Tm, (2.4)

solução do seguinte problema aproximado:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′′m(t)−M (‖um(t)‖2) ∆um(t) + 2γu′m(t), ωi) = 0, ∀ t ∈ [0, Tm] e 1 ≤ i ≤ m;

um(0) = u0m =
m∑

j=1

(u0, ωj)ωj → u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω);

u′m(0) = u1m =
m∑

j=1

(u1, ωj) ωj → u1 em H1
0 (Ω).

(2.5)

Para garantir a existência das soluções aproximadas um, vejamos que:

(u′′m(t), ωj) =
m∑

j=1

g′′jm(t) (ωj, ωi) = g′′im(t),

(−∆um(t), ωj) =

(
−∆

(
m∑

j=1

gjm(t)ωj

)
, ωi

)
=

(
m∑

j=1

gjm(t)λ2
jωj, ωi

)
= λ2

i gim(t),

(u′m(t), ωi) =

(
m∑

j=1

g′jm(t)ωj, ωi

)
= g′im(t),

m∑
j=1

gjm(0)ωj = um(0) = u0m =
m∑

j=1

(u0, ωj) ωj e

m∑
j=1

g′jm(0)ωj = u′m(0) = u1m =
m∑

j=1

(u1, ωj) ωj.
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Logo o problema aproximado (2.5) é equivalente ao seguinte sistema de E.D.O.:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g′′im(t) + M

(
m∑

j=1

λ2
jg

2
jm(t)

)
λ2

i gim(t) + 2γg′im(t) = 0, ∀ t ∈ [0, Tm], 1 ≤ i ≤ m;

gim(0) = (u0, ωi), 1 ≤ i ≤ m;
g′im(0) = (u1, ωi), 1 ≤ i ≤ m.

(2.6)

Considerando m ∈ N fixo, então omitiremos o ı́ndice para simplificar a notação. Fazen-
do

Z(t) =




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)


 , Z0 =




(u0, ω1)
(u0, ω2)

...
(u0, ωm)


 , Z1 =




(u1, ω1)
(u1, ω2)

...
(u1, ωm)




e

A (Z(t)) =




λ2
1M

(
m∑

j=1

λ2
jg

2
jm(t)

)
. . . 0

...
. . .

...

0 . . . λ2
mM

(
m∑

j=1

λ2
jg

2
jm(t)

)




vemos que o sistema (2.6) consiste em encontrar

Z : [0, Tm] → Rm

t 7→ Z(t) =




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)




tal que:

∣∣∣∣∣∣

Z ′′(t) + 2γZ ′(t) + A(Z(t))Z(t) = 0,
Z(0) = Z0,
Z ′(0) = Z1.

(2.7)
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Agora seja

Y (t) =




Y1(t)
...

Ym(t)
Ym+1(t)

...
Y2m(t)




=

[
Z(t)
Z ′(t)

]
, ∀ t ∈ [0, Tm];

então

Y (0) =

[
Z(0)
Z ′(0)

]
=

[
Z0

Z1

]
=: Y0

e

Y ′(t) =

[
Z ′(t)
Z ′′(t)

]

=

[
Z ′(t)

−A(Z(t))Z(t)− 2γZ ′(t)

]

=

[
0 I

−A(Z(t)) −2γI

] [
Z(t)
Z ′(t)

]

=

[
0 I

−A(Y (t)) −2γI

]
Y (t),

donde resulta que o sistema (2.7) é equivalente ao problema:

{
Y ′ = h(Y )
Y (0) = Y0

(2.8)

onde

h : R2m → R2m

Y 7→ h(Y ) =

[
0 I

−A(Y (t)) −2γI

]
Y

Desta forma, estabelecemos a equivalência entre o problema aproximado (2.5) e o pro-
blema de E.D.O. (2.8). Note que h é cont́ınua, pois por hipótese M ∈ C1 ([0,∞);R),
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logo pelo teorema de Peano (proposição (1.17)), o problema (2.8) tem solução local
(Ym = Ym(t), 0 ≤ t ≤ Tm) e consequentemente fica garantida a existência das soluções
aproximadas um.

Estimativas a Priori

Estimativa 1:

De (2.5) temos a seguinte equação aproximada:

(u′′m(t), v)−M
(‖um(t)‖2

)
(∆um(t), v) + 2γ (u′m(t), v) = 0, ∀ v ∈ Vm. (2.9)

Tomando v = 2u′m(t) obtemos

d

dt
|u′m(t)|2 + M

(‖um(t)‖2
) d

dt
‖um(t)‖2 + 4γ|u′m(t)|2 = 0.

Integrando de 0 a t, t ≤ Tm, encontramos

|u′m(t)|2 +

∫ t

0

M
(‖um(ξ)‖2

) d

dξ
‖um(ξ)‖2dξ + 4γ

∫ t

0

|u′m(ξ)|2dξ = |u′m(0)|2.

Desde que

∫ t

0

M
(‖um(ξ)‖2

) d

dξ
‖um(ξ)‖2dξ =

∫ ‖um(t)‖2

‖um(0)‖2
M(ξ)dξ

=

∫ ‖um(t)‖2

0

M(ξ)dξ +

∫ 0

‖um(0)‖2
M(ξ)dξ

= M
(‖um(t)‖2

)−M
(‖um(0)‖2

)
,

segue que

|u′m(t)|2 + M
(‖um(t)‖2

)
+ 4γ

∫ t

0

|u′m(ξ)|2dξ = |u′m(0)|2 + M
(‖um(0)‖2

)
. (2.10)

De (2.1) podemos ver que

M(λ) =

∫ λ

0

M(ξ)dξ ≥
∫ λ

0

m0dξ = m0λ, ∀ λ ≥ 0.
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Usando esta desigualdade, (2.10) e o fato de que u1m → u1 em H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e u0m → u0

em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω), segue que

|u′m(t)|2 + m0‖um(t)‖2 + 4γ

∫ t

0

|u′m(ξ)|2dξ ≤ |u1|2 + M
(‖u0‖2

)
, (2.11)

donde

‖um(t)‖2 ≤
( |u1|2 + M (‖u0‖2)

m0

)
= C1 (2.12)

Agora pelo teorema (1.18) e a estimativa (2.11) podemos estender a solução do pro-
blema aproximado ao intervalo [0,∞). De fato, basta observarmos que

‖Ym(t)‖2
R2m = ‖(g1m(t), . . . , gmm(t), g′1m(t), . . . , g′mm(t))‖2

R2m

=
m∑

i=1

g2
im(t) +

m∑
i=1

g′2im(t) = |um(t)|2 + |u′m(t)|2

≤ c‖um(t)‖2 + |u′m(t)|2 ≤ k, ∀ t ≥ 0, ∀ m ∈ N.

Como consequência, as estimativas (2.11) e (2.12) são válidas para todo t ∈ [0,∞) e todo
m ∈ N.

Estimativa 2:

Consideremos as seguintes funções:

zm(t) =
‖u′m(t)‖2

M (‖um(t)‖2)
+ |∆um(t)|2 e αm(t) =

∣∣ d
dt

M (‖um(t)‖2)
∣∣

M (‖um(t)‖2)
, t ≥ 0.

Da definição de zm(t) temos que

‖u′m(t)‖ ≤ (
zm(t)M

(‖um(t)‖2
)) 1

2 ,

assim

∣∣∣∣
d

dt
M

(‖um(t)‖2
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣M ′ (‖um(t)‖2
) d

dt
‖um(t)‖2

∣∣∣∣ ≤ 2B‖um(t)‖‖u′m(t)‖

≤ 2BC
1
2
1

(
zm(t)M

(‖um(t)‖2
)) 1

2 .
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Desta desigualdade e da definição de αm(t), temos

αm(t) ≤ 2BC
1
2
1

M (‖um(t)‖2)

(
zm(t)M

(‖um(t)‖2
)) 1

2 ≤ 2BC
1
2
1√

m0

z
1
2
m(t). (2.13)

Por outro lado, da definição de zm e da hipótese de dados pequenos (2.2), temos que

2BC
1
2
1√

m0

z
1
2
m(0) =

2BC
1
2
1√

m0

( ‖u′m(0)‖2

M (‖um(0)‖2)
+ |∆um(0)|2

) 1
2

≤ 2BC
1
2
1√

m0

(
‖u′m(0)‖

m0

2

+ |∆um(0)|2
) 1

2

≤ 2BC
1
2
1√

m0

(
‖u1‖
m0

2

+ |∆u0|2
) 1

2

< 4γ. (2.14)

Em particular fazendo t = 0 em (2.13) e usando (2.14) segue que

αm(0) < 4γ, ∀ m ∈ N. (2.15)

como αm é cont́ınua, então existe t∗m > 0 tal que

αm(t) < 4γ, 0 ≤ t < t∗m. (2.16)

Provaremos agora que (2.16) vale para todo t ≥ 0 e todo m ∈ N, isto é,

αm(t) < 4γ, ∀ t ≥ 0, ∀ m ∈ N. (2.17)

Defina

t∗m = sup{s > 0 tq αm(t) < 4γ, 0 ≤ t < s},
e (2.17) estará provado se mostrarmos que t∗m = ∞, ∀ m ∈ N. Suponha, por absurdo, que
t∗m < ∞ para algum m ∈ N. Logo pela definição de t∗m e a continuidade de αm vemos que:

αm(t∗m) = 4γ. (2.18)
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Fazendo v = −2∆u′m(t) na equação aproximada (2.9), temos

d

dt
‖u′m(t)‖2 + M

(‖um(t)‖2
) d

dt
|∆um(t)|2 + 4γ‖u′m(t)‖2 = 0,

mas

d

dt

(
M

(‖um(t)‖2
) |∆um(t)|2) = M

(‖um(t)‖2
) d

dt
|∆um(t)|2 + |∆um(t)|2 d

dt
M

(‖um(t)‖2
)
,

logo

d

dt

[‖u′m(t)‖2 + M
(‖um(t)‖2

) |∆um(t)|2] + 4γ‖u′m(t)‖2 = |∆um(t)|2 d

dt
M

(‖um(t)‖2
)
.

Substituindo a definição de zm encontramos

d

dt

(
zm(t)M

(‖um(t)‖2
))

+ 4γ‖u′m(t)‖2 = |∆um(t)|2 d

dt
M

(‖um(t)‖2
)
,

ou ainda

z′m(t)M
(‖um(t)‖2

)
+ zm(t)

d

dt
M

(‖um(t)‖2
)

+ 4γ‖u′m(t)‖2 = |∆um(t)|2 d

dt
M

(‖um(t)‖2
)
,

donde

z′m(t) =
1

M (‖um(t)‖2)

[
−zm(t)

d

dt
M

(‖um(t)‖2
)− 4γ‖u′m(t)‖2

+ |∆um(t)|2 d

dt
M

(‖um(t)‖2
)]

=
‖u′m(t)‖2

M (‖um(t)‖2)

[
−

d
dt

M (‖um(t)‖2)

M (‖um(t)‖2)
− 4γ

]

≤ ‖u′m(t)‖2

M (‖um(t)‖2)

[∣∣ d
dt

M (‖um(t)‖2)
∣∣

M (‖um(t)‖2)
− 4γ

]

=
‖u′m(t)‖2

M (‖um(t)‖2)
(αm(t)− 4γ) , ∀ t ≥ 0. (2.19)

Disso e (2.16) segue que
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z′m(t) < 0, 0 ≤ t < t∗m.

Integrando de 0 a t, obtemos zm(t) < zm(0), 0 ≤ t ≤ t∗m. Tomando em particular t = t∗m,
e notando (2.13) e (2.14) chegamos a

αm(t∗m) ≤ 2BC
1
2
1√

m0

z
1
2
m(t∗m) <

2BC
1
2
1√

m0

z
1
2
m(0) < 4γ,

o que é um absurdo, pois contraria (2.18), e isto prova (2.17).

De (2.17) e (2.19) temos que zm é decrescente, portanto

zm(t) <
4m0γ

2

B2C1

, ∀ t ≥ 0, ∀ m ∈ N,

donde

‖u′m(t)‖2

M0

+ |∆um(t)|2 <
4m0γ

2

B2C1

,

aqui M0 = max
0≤s≤C1

M(s). Então existe C2 > 0 independente de m e t tal que

‖u′m(t)‖2 + |∆um(t)|2 < C2. (2.20)

Estimativa 3:

Fazemos v = u′′m(t) na equação aproximada (2.9) temos

|u′′m(t)|2 + M
(‖um(t)‖2

)
(−∆um(t), u′′m(t)) + 2γ (u′m(t), u′′m(t)) = 0,

donde

|u′′m(t)|2 ≤ M
(‖um(t)‖2

) |(−∆um(t), u′′m(t))|+ 2γ |(u′m(t), u′′m(t))|
≤ M

(‖um(t)‖2
) |∆um(t)| |u′′m(t)|+ 2γ|u′m(t)||u′′m(t)|

=
[
M

(‖um(t)‖2
) |∆um(t)|+ 2γ|u′m(t)|] |u′′m(t)|.
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Desta estimativa, (2.11) e (2.20) resulta que existe uma constante C3, independente
de t e m, tal que

|u′′m(t)| ≤ C3 (2.21)

Passagem ao Limite:

Com as estimativas obtidas podemos encontrar uma subsequência (uν)ν∈N de (um)m∈N
e uma função u : Ω× [0,∞) → R satisfazendo (i)-(iii) do enunciado do teorema, tal que

uν → u em C
(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
)
,

u′ν → u′ em C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
,

u′′ν
∗
⇀ u′′ em L∞

(
0, T ; L2(Ω)

)
.

Assim, passando ao limite vemos que u satisfaz (iv)-(v). No próximo caṕıtulo, onde
faremos o estudo do caso degenerado, a passagem ao limite será feita em detalhes. Como
aqui a situação é análoga, para evitar duplicidade omitiremos os detalhes.

Unicidade:

Sejam u e v duas funções satisfazendo (i)-(v), então denotando w = u− v temos

(
w′′(t)−M

(‖u(t)‖2
)
∆u(t) + M

(‖v(t)‖2
)
∆v(t) + 2γw′(t), ψ

)
= 0, ∀ t ≥ 0, ψ ∈ H1

0 (Ω).

Somando e subtraindo M (‖u(t)‖2) ∆v(t) encontramos

(
w′′(t)−M

(‖u(t)‖2
)
∆w(t) + 2γw′(t), ψ

)
=

((
M

(‖u(t)‖2
)−M

(‖v(t)‖2
))

∆v(t), ψ
)
.

Tomando ψ = 2w′(t) e notando que

d

dt

(
M

(‖u(t)‖2
) ‖w(t)‖2

)
= M

(‖u(t)‖2
) d

dt
‖w(t)‖2 + ‖w(t)‖2 d

dt
M

(‖u(t)‖2
)
,

temos

d

dt

[|w′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

) ‖w(t)‖2
]
+ 4γ|w′(t)|2

= 2
(
M

(‖u(t)‖2
)−M

(‖v(t)‖2
))

(∆v(t), w′(t)) + ‖w(t)‖2 d

dt
M

(‖u(t)‖2
)
.
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Logo,

d

dt

[|w′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

) ‖w(t)‖2
]
+ 4γ|w′(t)|2

≤ C4

(‖w(t)‖|w′(t)|+ ‖w(t)‖2
)

≤ C5

(|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2
)
,

aqui usamos que w satisfaz (i), (ii) e também a estimativa

∣∣M (‖u(t)‖2
)−M

(‖v(t)‖2
)∣∣ ≤ 2LC1‖w(t)‖.

Integrando de 0 a t e usando que w(0) = w′(0) = 0, obtemos

|w′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

) ‖w(t)‖2 ≤ C5

∫ t

0

(‖w(ξ)‖2 + |w′(ξ)|2) dξ.

Como por hipótese 0 < m0 ≤ M(λ), temos que existe uma constante C6 tal que

|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2 ≤ C6

∫ t

0

(‖w(ξ)‖2 + |w′(ξ)|2) dξ,

e pelo lema de Gronwall segue que

|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2 = 0, ∀ t ≥ 0,

donde w(t) = 0, isto é, u = v, o que prova a unicidade.
2

2.2 Comportamento Assintótico

Nesta seção, aplicaremos o Lema de Nakao (1.19) para mostrar o decaimento exponencial
da energia do problema. Seja u dada pelo teorema (3.1), então definimos

E(t) =
1

2

(|u′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

))
, t ≥ 0. (2.22)
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Teorema 2.2 Consideremos as mesmas hipóteses do teorema (2.1) e além disso supo-
nhamos que M ′(λ) ≥ 0, ∀ λ ≥ 0. Então existem constantes positivas k e ρ tal que

E(t) ≤ ke−ρt, ∀ t ≥ 0. (2.23)

Demonstração:
Tomando v = 2u′(t) em (iv), temos

d

dt
|u′(t)|2 + M

(‖u(t)‖2
) d

dt
‖u(t)‖2 + 4γ|u′(t)|2 = 0,

mas

d

dt
M

(‖u(t)‖2
)

= M
(‖u(t)‖2

) d

dt
‖u(t)‖2,

portanto

d

dt

[|u′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

)]
+ 4γ|u′(t)|2 = 0,

donde

E ′(t) + 2γ|u′(t)|2 = 0, ∀ t ≥ 0. (2.24)

De (2.24) vemos que E é decrescente. Integrando de 0 a t, resulta

E(t) + 2γ

∫ t

0

|u′(ξ)|2dξ = E(0) =: E0, ∀ t ≥ 0,

portanto E é limitada.

Mostraremos agora que E satisfaz as condições do Lema de Nakao. De fato, integrando
(2.24) de t a t + 1 e fazendo

F 2(t) = E(t)− E(t + 1) (2.25)

temos

2γ

∫ t+1

t

|u′(ξ)|2dξ = F 2(t). (2.26)
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Portanto

2γ

(∫ t+ 1
4

t

|u′(ξ)|2dξ +

∫ t+ 3
4

t+ 1
4

|u′(ξ)|2dξ +

∫ t+1

t+ 3
4

|u′(ξ)|2dξ

)
= F 2(t).

Pelo teorema do valor médio para integrais, existem t1 ∈
[
t, t +

1

4

]
e t2 ∈

[
t +

3

4
, t + 1

]

tais que

|u′(t1)|
4

2

=

∫ t+ 1
4

t

|u′(ξ)|2dξ e
|u′(t2)|

4

2

=

∫ t+1

t+ 3
4

|u′(ξ)|2dξ.

Logo

2γ

(
|u′(t1)|

4

2

+

∫ t+ 3
4

t+ 1
4

|u′(ξ)|2dξ +
|u′(t2)|

4

2
)

= F 2(t).

Portanto

|u′(t1)|2 + |u′(t2)|2 ≤ 2F 2(t)

γ
. (2.27)

Por outro lado, usando (2.1), encontramos

E(t) =
1

2

(|u′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

)) ≥ cm0

2
|u(t)|2,

donde

|u(t)|2 ≤ 2

cm0

E(t). (2.28)

Voltando na equação (iv) e fazendo v = u(t), tem-se:

M
(‖u(t)‖2

) ‖u(t)‖2 = − d

dt
(u′(t), u(t)) + |u′(t)|2 − 2γ (u′(t), u(t)) .

Integrando de t1 a t2:
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∫ t2

t1

M
(‖u(ξ)‖2

) ‖u(ξ)‖2dξ = (u′(t1), u(t1))− (u′(t2), u(t2)) +

∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ

− 2γ

∫ t2

t1

(u′(ξ), u(ξ))dξ

≤ |u′(t1)||u(t1)|+ |u′(t2)||u(t2)|+
∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ

+ 2γ

∫ t2

t1

|u′(ξ)||u(ξ)|dξ, (2.29)

mas de (2.27), (2.28) para ε > 0, temos

|u′(t1)||u(t1)| ≤
√

2F (t)√
γε

√
2ε

cm0

E(t1) ≤
√

2F (t)√
γε

√
2ε

cm0

E(t), (2.30)

onde na última desigualdade usamos que E é decrescente. Analogamente

|u′(t2)||u(t2)| ≤
√

2F (t)√
γε

√
2ε

cm0

E(t). (2.31)

Também vemos que

2γ

∫ t2

t1

|u′(ξ)|√
ε

√
ε|u(ξ)|dξ ≤ γ

ε

∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ + γε

∫ t2

t1

|u(ξ)|2dξ

≤ F 2(t)

2ε
+ γε sup

t≤ξ≤t+1
{|u(ξ)|2}

≤ F 2(t)

2ε
+

2γε

cm0

E(t). (2.32)

Usando (2.26), (2.30), (2.31) e (2.32) em (2.29) temos

∫ t2

t1

M
(‖u(ξ)‖2

) ‖u(ξ)‖2dξ ≤
(

4 + ε + γ

2εγ

)
F 2(t) +

(
2ε(1 + γ)

cm0

)
E(t). (2.33)

Por outro lado, usando a hipótese adicional M ′(λ) ≥ 0, ∀ λ ≥ 0, temos que M é não
decrescente. Então
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E(t) =
1

2

(|u′(t)|2 + M
(‖u(t)‖2

)) ≤ 1

2

(|u′(t)|2 + ‖u(t)‖2M
(‖u(t)‖2

))
.

Integrando de t1 a t2, usando (2.26) e (2.33) segue que

2

∫ t2

t1

E(ξ)dξ ≤
(

4 + 2ε + γ

2εγ

)
F 2(t) +

(
2ε(1 + γ)

cm0

)
E(t). (2.34)

Novamente pelo teorema do valor médio para integrais, temos que existe t∗ ∈ [t1, t2] tal
que

E(t∗) ≤ 2E(t∗)(t2 − t1) = 2

∫ t2

t1

E(ξ)dξ.

De (2.34) e a desigualdade acima resulta que

E(t∗) ≤
(

4 + 2ε + γ

2εγ

)
F 2(t) +

(
2ε(1 + γ)

cm0

)
E(t). (2.35)

Agora, integrando (2.24) de t a t∗ obtemos

E(t) = 2γ

∫ t∗

t

|u′(ξ)|2dξ + E(t∗),

donde de (2.26) e (2.35) segue que

E(t) ≤
(

4 + 2ε + γ + 2εγ

2εγ

)
F 2(t) +

(
2ε(1 + γ)

cm0

)
E(t).

Escolhendo ε > 0 de forma que 1− 2ε(1 + γ)

cm0

> 0, temos que existe uma constante C6

tal que

E(t) ≤ C6F
2(t).

Como E é decrescente e pela definição de F 2 segue que

sup
t≤ξ≤t+1

E(ξ) ≤ C6 (E(t)− E(t + 1)) .

Aplicando o Lema de Nakao (1.19) conclúımos a prova do teorema.
2
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Caṕıtulo 3

O Problema Degenerado

Neste caṕıtulo vamos apresentar um estudo do problema (4), no caso degenerado quando
M(λ) = λα, α ≥ 1. Neste caso, não será posśıvel usar a hipótese 0 < m0 ≤ M(λ), ∀
λ ≥ 0, e consequentemente o procedimento usado no caṕıtulo anterior não funciona. Desta
forma, para superar as dificuldades que surgem, é preciso introduzir novos argumentos ao
método. Na primeira seção, seção 3.1, apresentamos resultados de existência e unicidade
de solução global e na seção 3.2 mostraremos o comportamento assintótico (decaimento
algébrico).

3.1 Existência e Unicidade de Solução Global

O resultado de existência e unicidade de solução global é dado pelo teorema:

Teorema 3.1 Sejam u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), u0 6= 0, e u1 ∈ H1

0 (Ω) tais que

α
√

2
[
(α + 1)

(|u1|2 + ‖u0‖2
)

+ ‖u0‖2(α+1)
] α−1

2(α+1)

[ ‖u1‖2

‖u0‖2α
+ |∆u0|2

] 1
2

≤ γ (3.1)

então existe uma única função u : Ω× [0,∞) → R tal que para todo T > 0,

(i) u ∈ C([0, T ]; H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ]; L2(Ω)) ∩ Cw([0, T ]; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))

(ii) u′ ∈ C([0, T ]; L2(Ω)) ∩ Cw([0, T ]; H1
0 (Ω))

(iii) u′′ ∈ L∞(0, T ; L2(Ω))

(iv) (u′′(t)− ‖u(t)‖2α∆u(t) + 2γu′(t), v) = 0, ∀ t ≥ 0 e ∀ v ∈ H1
0 (Ω)

(v) u(0) = u0, u′(0) = u1
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Demonstração:
Sejam (λ2

j)j∈N e (ωj)j∈N sequências de autovalores e autovetores do operador −∆, com
D(−∆) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω), conforme (1.14).

Para cada m ∈ N, denotamos por Vm = [ω1, ω2, . . . , ωm] o espaço gerado pelos m
primeiros autovetores do sitema (ωj)j∈N e

um(t) =
m∑

j=1

gjm(t)ωj, 0 ≤ t ≤ Tm (3.2)

solução do seguinte problema aproximado:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(u′′m(t)− (
1
m

+ ‖um(t)‖2α
)
∆um(t) + 2γu′m(t), ωi) = 0, ∀ t ∈ [0, Tm] e 1 ≤ i ≤ m;

um(0) = u0m =
m∑

j=1

(u0, ωj)ωj → u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω);

u′m(0) = u1m =
m∑

j=1

(u1, ωj) ωj → u1 em H1
0 (Ω).

(3.3)

Para garantir a existência das soluções aproximadas um, vejamos que:

(u′′m(t), ωi) =
m∑

j=1

g′′jm(t) (ωj, ωi) = g′′im(t),

∥∥∥∥∥
m∑

j=1

gjm(t)ωj

∥∥∥∥∥

2

=

((
m∑

j=1

gjm(t)ωj,

m∑
i=1

gim(t)ωi

))
=

m∑
j=1

gjm(t)
m∑

i=1

gim(t) ((ωj, ωi))

=
m∑

j=1

g2
jm(t)‖ωj‖2 =

m∑
j=1

λ2
jg

2
jm(t),

(−∆um(t), ωj) =

(
−∆

(
m∑

j=1

gjm(t)ωj

)
, ωi

)
=

(
m∑

j=1

gjm(t)λ2
jωj, ωi

)
= λ2

i gim(t),

(u′m(t), ωi) =

(
m∑

j=1

g′jm(t)ωj, ωi

)
= g′im(t),
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m∑
j=1

gjm(0)ωj = um(0) = u0m =
m∑

j=1

(u0, ωj) ωj,

e

m∑
j=1

g′jm(0)ωj = u′m(0) = u1m =
m∑

j=1

(u1, ωj) ωj.

Então o problema aproximado (3.3) é equivalente ao sistema de E.D.O.:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g′′im(t) +

(
1
m

+

(
m∑

j=1

λ2
jg

2
jm(t)

)α)
λ2

i gim(t) + 2γg′im(t) = 0, ∀ t ∈ [0, Tm], 1 ≤ i ≤ m;

gim(0) = (u0, ωi), 1 ≤ i ≤ m;
g′im(0) = (u1, ωi), 1 ≤ i ≤ m.

(3.4)

Considerando m ∈ N fixo, vamos omitir o ı́ndice para simplificar a notação. Fazendo

Z(t) =




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)


 , Z0 =




(u0, ω1)
(u0, ω2)

...
(u0, ωm)


 , Z1 =




(u1, ω1)
(u1, ω2)

...
(u1, ωm)




e

A : Rm → Mm×m

Z = (Z1, . . . , Zm) 7→ A(Z) = (aij(Z))m×m

onde

aij(Z) =





0 se i 6= j,

λ2
i

(
1
m

+

(
m∑

k=1

(λkZk)
2

)α)
se i = j;

vemos que o sistema de E.D.O. (3.4) consiste em encontrar
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Z : [0, Tm] → Rm

t 7→ Z(t) =




g1m(t)
g2m(t)

...
gmm(t)




satisfazendo

∣∣∣∣∣∣

Z ′′(t) + 2γZ ′(t) + A(Z(t))Z(t) = 0,
Z(0) = Z0,
Z ′(0) = Z1.

(3.5)

Agora seja

Y (t) =




Y1(t)
...

Ym(t)
Ym+1(t)

...
Y2m(t)




=

[
Z(t)
Z ′(t)

]
, ∀ t ∈ [0, Tm];

então

Y ′(t) =

[
Z ′(t)
Z ′′(t)

]

=

[
Z ′(t)

−A(Z(t))Z(t)− 2γZ ′(t)

]

=

[
0 I

−A(Z(t)) −2γI

] [
Z(t)
Z ′(t)

]

=

[
0 I

−A(Y (t)) −2γI

]
Y (t),

donde resulta que o sistema (3.5) é equivalente ao problema:

{
Y ′ = h(Y )
Y (0) = Y0

(3.6)
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onde

h : R2m → R2m

Y 7→ h(Y ) =

[
0 I

−A(Y (t)) −2γI

]
Y

ou ainda

h(Y ) =

(
Ym+1, Ym+2, . . . , Y2m,−λ2

1

[
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α]
Y1 − 2γYm+1, . . . ,

− λ2
m

[
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α]
Ym − 2γY2m

)

e

Y0 =

[
Z0

Z1

]
=




(u0, ω1)
...

(u0, ωm)
(u1, ω1)

...
(u1, ωm)




Desta forma, estabelecemos a equivalência entre o problema aproximado (3.3) e o
problema de E.D.O. (3.6). Se provarmos que h = h(Y ) é cont́ınua, pelo teorema de Peano
(proposição (1.17)), o problema (3.6) tem solução local (Ym = Ym(t), 0 ≤ t ≤ Tm) e
consequentemente fica garantida a existência das soluções aproximadas um. Observando a
definição da função h, para verificarmos sua continuidade, basta provarmos que a aplicação

Y = (Y1, . . . , Y2m) 7→ λ2
i

{
1

m
+

[
m∑

k=1

(λkYk)
2

]α}
Yi

é cont́ınua de R2m em R, 1 ≤ i ≤ m. De fato, seja (Yν)ν∈N ⊂ R2m tal que Yν → Y , onde
Yν = (Yν,1, . . . , Yν,2m) e Y = (Y1, . . . , Y2m). Logo

∣∣∣∣∣λ
2
i

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
Yν,i − λ2

i

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α)
Yi

∣∣∣∣∣
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= λ2
i

∣∣∣∣∣

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
Yν,i −

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
Yi

+

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
Yi −

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α)
Yi

∣∣∣∣∣

= λ2
i

∣∣∣∣∣

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
(Yν,i − Yi)

+

[(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
−

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α)]
Yi

∣∣∣∣∣

≤ λ2
i

∣∣∣∣∣
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α∣∣∣∣∣ |Yνi − Yi|

+ λ2
i

∣∣∣∣∣

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α

−
(

m∑

k=1

(λkYk)
2

)α∣∣∣∣∣ |Yi| (3.7)

como Yν → Y é fácil ver que

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α

é limitado. Também observamos que

M(λ) = λα, λ ≥ 0 e α ≥ 1, é Lipschitziana sobre os intervalos compactos I ⊂ [0,∞).
Então

∣∣∣∣∣

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α

−
(

m∑

k=1

(λkYk)
2

)α∣∣∣∣∣ ≤ L

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

(λkYν,k)
2 −

m∑

k=1

(λkYk)
2

∣∣∣∣∣

≤ L

m∑

k=1

λ2
k|Y 2

ν,k − Y 2
k |.

Isto e (3.7) nos levam a

∣∣∣∣∣λ
2
i

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYν,k)
2

)α)
Yν,i − λ2

i

(
1

m
+

(
m∑

k=1

(λkYk)
2

)α)
Yi

∣∣∣∣∣

≤ k1|Yν,i − Yi|+ k2

m∑

k=1

|Y 2
ν,k − Y 2

k | → 0, quando ν →∞.

o que prova a continuidade da função h.

Estimativas a Priori
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Estimativa 1:

De (3.3) temos a seguinte equação aproximada:

(u′′m(t), v)−
(

1

m
+ ‖um(t)‖2α

)
(∆um(t), v) + 2γ (u′m(t), v) = 0, ∀ v ∈ Vm. (3.8)

Tomando v = 2u′m(t) na equação aproximada acima obtemos

2(u′′m(t), u′m(t)) − 2
1

m
(∆um(t), u′m(t))− 2||um(t)||2α(∆um(t), u′m(t))

+ 4γ(u′m(t), u′m(t)) = 0.

Desde que

−2(∆um(t), u′m(t)) = 2 ((um(t), u′m(t))) =
d

dt
‖um(t)‖2,

temos

d

dt
|u′m(t)|2 +

1

m

d

dt
‖um(t)‖2 + ‖um(t)‖2α d

dt
‖um(t)‖2 + 4γ|u′m(t)|2 = 0. (3.9)

Observando que

‖um(t)‖2α d

dt
‖um(t)‖2 =

d

dt

(
1

α + 1
‖um(t)‖2α+2

)
,

a equação (3.9) pode ser reescrista na seguinte forma:

d

dt

[
|u′m(t)|2 +

1

m
‖um(t)‖2 +

1

α + 1
‖um(t)‖2α+2

]
+ 4γ|u′m(t)|2 = 0.

Integrando de 0 a t, t ≤ Tm, obtemos

|u′m(t)|2 +
1

m
‖um(t)‖2 +

1

α + 1
‖um(t)‖2α+2 + 4γ

∫ t

0

|u′m(ξ)|2dξ

= |u′m(0)|2 +
1

m
‖um(0)‖2 +

1

α + 1
‖um(0)‖2α+2

≤ |u1m|2 + ‖u0m‖2 +
1

α + 1
‖u0m‖2α+2

≤ |u1|2 + ‖u0‖2 +
1

α + 1
‖u0‖2α+2,
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onde na última desigualdade usamos as convergências u1m → u1 em H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e

u0m → u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω). Logo

|u′m(t)|2 +
1

α + 1
‖um(t)‖2α+2 + 4γ

∫ t

0

|u′m(ξ)|2dξ ≤ C0 (3.10)

onde

C0 = |u1|2 + ‖u0‖2 +
1

α + 1
‖u0‖2α+2.

Note que de (3.10) podemos ver que

‖um(t)‖ ≤ [(α + 1)C0]
1

2α+2 =: C1. (3.11)

Agora pela proposição (1.18) e a estimativa (3.10) podemos estender a solução do
problema aproximado ao intervalo [0,∞). De fato, basta observarmos que

‖Ym(t)‖2
R2m = ‖(g1m(t), . . . , gmm(t), g′1m(t), . . . , g′mm(t))‖2

R2m

=
m∑

i=1

g2
im(t) +

m∑
i=1

g′2im(t) = |um(t)|2 + |u′m(t)|2

≤ c‖um(t)‖2 + |u′m(t)|2 ≤ k.

Estimativa 2:

Nesta estimativa introduziremos as seguintes funções auxiliares:

fm(t) =
‖u′m(t)‖2

m−1 + ‖um(t)‖2α
, t ≥ 0,

Fm(t) = fm(t) + |∆um(t)|2, t ≥ 0.

é fácil ver que

0 ≤ fm(t) ≤ Fm(t), ∀ t ≥ 0, ∀ m ∈ N. (3.12)

Além disso, desde que u0 6= 0, temos
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Fm(0) =
‖u1m‖2

m−1 + ‖u0m‖2α
+ |∆u0m|2 → ‖u1‖2

‖u0‖2α
+ |∆u0|2, quando m →∞. (3.13)

Observamos que pela hipótese de dados pequenos (3.1), segue que

‖u1‖2

‖u0‖2α
+ |∆u0|2 ≤

(
γ

C2

)2

2
, (3.14)

onde C2 = αC
(α−1)
1 . Então levando em conta (3.13) e (3.14) temos que existe m0 ∈ N

(suficientemente grande) tal que

Fm(0) <

(
γ

C2

)2

, ∀ m ≥ m0. (3.15)

Desta desigualdade e (3.12) resulta que

C2f
1
2
m(0) < γ, ∀ m ≥ m0.

Pela continuidade da aplicação t 7→ C2f
1
2
m(t), conclúımos que para cada m ≥ m0, existe

tm > 0 tal que

C2f
1
2
m(t) < γ, 0 ≤ t ≤ tm.

Entretanto, o salto significativo neste momento é provarmos que:

C2f
1
2
m(t) < γ, ∀ t ≥ 0 e ∀ m ≥ m0. (3.16)

Para tal, definimos para cada m ≥ m0

t∗m = sup{s > 0 tal que C2f
1
2
m(t) < γ, 0 ≤ t < s}

e (3.16) estará provado se mostrarmos que t∗m = ∞, ∀ m ≥ m0. Portanto, suponhamos,
por absurdo, que isto não ocorra, ou seja, para algum m ≥ m0 tem-se t∗m < ∞. Então,

pela definição de t∗m e a continuidade da aplicação t 7→ C2f
1
2
m(t) de [0,∞) em R+, resulta

que
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C2f
1
2
m(t∗m) = γ. (3.17)

Derivando Fm(t), usando (3.11) e o fato de que um é solução aproximada, temos:

d

dt
Fm(t) =

2 (m−1 + ‖um(t)‖2α) (u′′m(t),−∆u′m(t))

(m−1 + ‖um(t)‖2α)2

− 2α‖um(t)‖2α−2 ((u′m(t), um(t))) ‖u′m(t)‖2

(m−1 + ‖um(t)‖2α)2 + 2 (∆um(t), ∆u′m(t))

=
2 (u′′m(t),−∆u′m(t))

m−1 + ‖um(t)‖2α
+ 2 (∆um(t), ∆u′m(t))

− 2α‖um(t)‖2α−2 ((um(t), u′m(t))) ‖u′m(t)‖2

(m−1 + ‖um(t)‖2α)2

=
(u′′m(t)− (m−1 + ‖um(t)‖2α) ∆um(t),−2∆u′m(t))

m−1 + ‖um(t)‖2α

− 2α‖um(t)‖2α−2 ((um(t), u′m(t))) ‖u′m(t)‖2

(m−1 + ‖um(t)‖2α)2

=
(−2γu′m(t),−2∆u′m(t))

m−1 + ‖um(t)‖2α
− 2α‖um(t)‖2α−2 ((um(t), u′m(t)))

m−1 + ‖um(t)‖2α
fm(t)

= −4γfm(t)− 2α‖um(t)‖2α−2 ((um(t), u′m(t)))

m−1 + ‖um(t)‖2α
fm(t)

≤ −4γfm(t) +
2α‖um(t)‖2α−1

(m−1 + ‖um(t)‖2α)
1
2

f
3
2
m(t)

= −4γfm(t) + 2α‖um(t)‖α−1

(
‖um(t)‖α

(m−1 + ‖um(t)‖2α)
1
2

)
f

3
2
m(t)

≤ −4γfm(t) + 2α‖um(t)‖α−1f
3
2
m(t)

≤ −4γfm(t) + 2αCα−1
1 f

3
2
m(t)

= −4γfm(t) + 2C2f
3
2
m(t),

donde

d

dt
Fm(t) ≤ 2

(
−2γ + C2f

1
2
m(t)

)
fm(t), ∀ t ≥ 0. (3.18)

Desta desigualdade e a definição de t∗m obtemos:
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d

dt
Fm(t) < 2(−2γ + γ)fm(t) = −2γfm(t) ≤ 0, 0 ≤ t < t∗m.

Integrando de 0 a t, temos

Fm(t) < Fm(0), 0 ≤ t ≤ t∗m. (3.19)

Em particular para t = t∗m temos

fm(t∗m) ≤ Fm(t∗m) < Fm(0) <

(
γ

C2

)2

,

onde na última desigualdade usamos (3.15). Então

C2f
1
2
m(t∗m) < γ

o que é um absurdo, pois contradiz (3.17), provando-se a desigualdade (3.16).

Agora, considerando (3.16) e (3.18) temos que

d

dt
Fm(t) + 2(2γ − γ)fm(t) < 0,

ou

d

dt
Fm(t) + 2γfm(t) < 0, ∀ t ≥ 0, ∀ m ≥ m0.

Integrando de 0 a t, obtemos

Fm(t) + 2γ

∫ t

0

fm(ξ)dξ < Fm(0) <

(
γ

C2

)2

,

ou ainda

‖u′m(t)‖2

m−1 + ‖um(t)‖2α
+ |∆um(t)|2 + 2γ

∫ t

0

fm(ξ)dξ <

(
γ

C2

)2

. (3.20)
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Estimativa 3:

Fazemos v = u′′m(t) na equação aproximada (3.8) temos

|u′′m(t)|2 +
(
m−1 + ‖um(t)‖2α

)
(−∆um(t), u′′m(t)) + 2γ (u′m(t), u′′m(t)) = 0,

donde

|u′′m(t)|2 ≤ (
m−1 + ‖um(t)‖2α

) |(−∆um(t), u′′m(t))|+ 2γ |(u′m(t), u′′m(t))|
≤ (

1 + ||um(t)||2α
) |∆um(t)| |u′′m(t)|+ 2γ|u′m(t)||u′′m(t)|

=
[(

1 + ||um(t)||2α
) |∆um(t)|+ 2γ|u′m(t)|] |u′′m(t)|.

Desta estimativa, (3.10) e (3.20) resulta que existe uma constante C3, independente
de t e m, tal que

|u′′m(t)| ≤ C3 (3.21)

Passagem ao Limite:

Das estimativas temos :

(um) é limitada em L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
,

(u′m) é limitada em L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
,

(u′′m) é limitada em L∞
(
0, T ; L2(Ω)

)
.

Portanto existem uma subsequência (uν)ν∈N de (um)m∈N, u, v, e w tais que

uν
∗
⇀ u em L∞

(
0, T ; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
,

u′ν
∗
⇀ v em L∞

(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
,

u′′ν
∗
⇀ w em L∞

(
0, T ; L2(Ω)

)
.

Agora desde que L∞ (0, T ; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ↪→ L∞ (0, T ; H1

0 (Ω)) ↪→ L∞ (0, T ; L2(Ω)),
pela proposição (1.11) podemos concluir que

uν ⇀ u, u′ν ⇀ v, u′′ν ⇀ w em L2
(
0, T ; L2(Ω)

)
.
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Como L2 (0, T ; L2(Ω)) ↪→ D′(Q) e o operador derivação é cont́ınuo em D′(Q), obtemos
que

v = u′ em L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)

e w = u′′ em L∞
(
0, T ; L2(Ω)

)

Resumindo temos

uν
∗
⇀ u em L∞

(
0, T ; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
, (3.22)

u′ν
∗
⇀ u′ em L∞

(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
, (3.23)

u′′ν
∗
⇀ u′′ em L∞

(
0, T ; L2(Ω)

)
. (3.24)

De (3.22), (3.23), (3.24) e da proposição (1.12) temos que

u ∈ C
(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
) ∩ Cw

(
[0, T ]; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)
,

u′ ∈ C
(
[0, T ]; L2(Ω)

) ∩ Cw

(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
)
.

Por outro lado, das estimativas temos que (uν) é limitada em C ([0, T ]; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))

c
↪→ C ([0, T ]; H1

0 (Ω)). Logo existem uma subsequência de (uν)ν∈N, que ainda iremos deno-
tar por (uν)ν∈N, e v ∈ C ([0, T ]; H1

0 (Ω)), tais que

uν → v em C
(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
)
. (3.25)

Como

C
(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
)

↪→ L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)

e L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)
)

↪→ L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
,

de (3.22), (3.25) e a unicidade do limite fraco estrela em L∞ (0, T ; H1
0 (Ω)), segue que

u = v em L∞
(
0, T ; H1

0 (Ω)
)
,

e portanto,

uν → u em C
(
[0, T ]; H1

0 (Ω)
)
. (3.26)

Analogamente, (u′ν)ν∈N é limitada em C ([0, T ]; H1
0 (Ω))

c
↪→ C ([0, T ]; L2(Ω)). Portanto

u′ν → u′ em C
(
[0, T ]; L2(Ω)

)
. (3.27)
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Em resumo, provamos que u satisfaz (i)-(iii) do teorema (3.1). Agora mostraremos (iv).

Seja j ∈ N fixo. Multiplicando a equação em (3.3) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0
a T encontramos

∫ T

0

(u′′ν(t), ωj) θ(t)dt − 1

ν

∫ T

0

(∆uν(t), ωj) θ(t)dt−
∫ T

0

(‖uν(t)‖2α∆uν(t), ωj

)
θ(t)dt

+

∫ T

0

(2γu′ν(t), ωj) θ(t)dt = 0, ∀ ν ≥ j. (3.28)

Sabemos que u′′ν
∗
⇀ u′′ em L∞ (0, T ; L2(Ω)), então por (1.1) temos

∫ T

0

〈ξ(t), u′′ν(t)〉(L2(Ω))′×L2(Ω) dt →
∫ T

0

〈ξ(t), u′′(t)〉(L2(Ω))′×L2(Ω) dt, (3.29)

∀ ξ ∈ L1
(
0, T ; (L2(Ω))′

)
.

Tomando em particular:

ξ : [0, T ] → (
L2(Ω)

)′
t 7→ ξ(t)

onde

ξ(t) : L2(Ω) → R
ϕ 7→ 〈ξ(t), ϕ〉 = (ϕ, ωj) θ(t)

vemos que ξ ∈ L1 (0, T ; (L2(Ω))′). Logo substituindo esta ξ em (3.29) resulta que

∫ T

0

(u′′ν(t), ωj) θ(t)dt →
∫ T

0

(u′′(t), ωj) θ(t)dt, ∀ θ ∈ D(0, T ) quando ν →∞. (3.30)

Para o segundo termo de (3.28) vemos que

∣∣∣∣
1

ν

∫ T

0

(−∆uν(t), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣ ≤
1

ν

∫ T

0

|∆uν(t)||θ(t)|dt ≤ c

ν
→ 0, quando ν →∞. (3.31)

Também podemos ver que
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∣∣∣∣
∫ T

0

(2γu′ν(t), ωj) θ(t)dt −
∫ T

0

(2γu′(t), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣ = 2γ

∣∣∣∣
∫ T

0

(u′ν(t)− u′(t), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣

≤ 2γ max
0≤t≤T

{|θ(t)|}
∫ T

0

|u′ν(t)− u′(t)|dt

≤ 2γT max
0≤t≤T

{|θ(t)|} ‖u′ν − u′‖C([0,T ];L2(Ω)) → 0,

aqui usamos (3.27). Logo

∫ T

0

(2γu′ν(t), ωj) θ(t)dt →
∫ T

0

(2γu′(t), ωj) θ(t)dt, ∀ θ ∈ D(0, T ) quando ν →∞.(3.32)

Agora veremos a convergência do termo não linear. Para isso temos que

I =

∣∣∣∣
∫ T

0

(‖uν(t)‖2α∆uν(t), ωj

)
θ(t)dt−

∫ T

0

(‖u(t)‖2α∆u(t), ωj

)
θ(t)dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ T

0

(‖uν(t)‖2α∆uν(t)− ‖uν(t)‖2α∆u(t) + ‖uν(t)‖2α∆u(t)

− ‖u(t)‖2α∆u(t), ωj

)
θ(t)dt

∣∣

=

∣∣∣∣
∫ T

0

‖uν(t)‖2α (∆(uν(t)− u(t)), ωj) θ(t)dt

+

∫ T

0

(‖uν(t)‖2α − ‖u(t)‖2α
)
(∆u(t), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣−
∫ T

0

‖uν(t)‖2α ((uν(t)− u(t), ωj)) θ(t)dt

+

∫ T

0

(‖uν(t)‖2α − ‖u(t)‖2α
)
(∆u(t), ωj) θ(t)dt

∣∣∣∣

≤ TC2α
1 ‖ωj‖

(
max
0≤t≤T

|θ(t)|
)
‖uν − u‖C([0,T ];H1

0 (Ω))

+

(
max
0≤t≤T

|θ(t)|
)

γ

C2

∫ T

0

∣∣‖uν(t)‖2α − ‖u(t)‖2α
∣∣ dt (3.33)

como a aplicação λ 7→ λ2α é cont́ınua com derivada cont́ınua sobre [0, T ], pelo teorema do
valor médio temos que

∣∣‖uν(t)‖2α − ‖u(t)‖2α
∣∣ ≤ L |‖uν(t)‖ − ‖u(t)‖| ≤ L‖uν(t)− u(t)‖ ≤ L‖uν − u‖C([0,T ];H1

0 (Ω)).
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Voltando em (3.33) vemos que existe uma constante k tal que

I ≤ k‖uν − u‖C([0,T ];H1
0 (Ω)).

Portanto, tomando o limite quando ν →∞, de (3.26) resulta que

∫ T

0

‖uν(t)‖2α (∆uν(t), ωj) θ(t)dt →
∫ T

0

‖u(t)‖2α (∆u(t), ωj) θ(t)dt. (3.34)

Agora de (3.30), (3.31), (3.32) e (3.34), tomando o limite em (3.28) quando ν →∞

∫ T

0

(
u′′(t)− ‖u(t)‖2α∆u(t) + 2γu′(t), ωj

)
θ(t)dt = 0, ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ j ∈ N.

Como (ωj)∈N é uma base para H1
0 (Ω), por densidade resulta que

∫ T

0

(
u′′(t)− ‖u(t)‖2α∆u(t) + 2γu′(t), v

)
θ(t)dt = 0, ∀ θ ∈ D(0, T ), ∀ v ∈ H1

0 (Ω).

Logo

(
u′′(t)− ‖u(t)‖2α∆u(t) + 2γu′(t), v

)
= 0, ∀ v ∈ H1

0 (Ω), q.s. em [0, T ].

Pela arbitrariedade de T > 0 e a unicidade de solução (que será verificada mais a frente)
temos que u : Ω× [0,∞) → R satisfaz (iv).

Dados Iniciais:

De (3.26) e (3.27) temos que

uν(0) → u(0) em H1
0 (Ω) e u′ν(0) → u′(0) em L2(Ω).

Também temos

uν(0) = u0ν → u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ H1

0 (Ω)

e
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u′ν(0) = u1ν → u1 em H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

Portanto u(0) = u0 em H1
0 (Ω) e u′(0) = u1 em L2(Ω). Mas como u0 ∈ H1

0 (Ω)∩H2(Ω)
e u1 ∈ H1

0 (Ω), em verdade temos:

u(0) = u0 em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)

e

u′(0) = u1 em H1
0 (Ω),

o que prova (v).

Unicidade:

Antes de provarmos a unicidade demonstraremos que ‖u(t)‖ > 0, ∀ 0 ≤ t < ∞. Para
isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 3.1 Seja v ∈ Cw ([0, T ]; H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) com v′ ∈ Cw ([0, T ]; H1

0 (Ω)) satisfazendo

{
v′′(t)− ‖v(t)‖2α∆v(t) + λv′(t) = 0 em L2(Ω), 0 ≤ t ≤ T,
v(T ) = 0, v′(T ) = 0,

(3.35)

onde λ é uma constante positiva. Então v(t) = 0, para 0 ≤ t ≤ T .

Demonstração:
Tomando o produto interno em (3.35) por 2v′(t), temos

d

dt

[
|v′(t)|2 +

1

α + 1
‖v(t)‖2α+2

]
+ 2λ|v′(t)|2 = 0.

Integrando de t a T , t < T ,

|v′(t)|2 +
1

α + 1
‖v(t)‖2α+2 = 2λ

∫ T

t

|v′(ξ)|2dξ.

Logo
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|v′(t)|2 ≤ 2λ

∫ T

t

|v′(ξ)|2dξ, ∀ t ∈ [0, T ].

Agora seja

z : [0, T ] → R
η 7→ z(η) = |v′(T − η)|2

então

0 ≤ z(T − t) = |v′(t)|2 ≤ 2λ

∫ T

t

|v′(ξ)|2dξ = −2λ

∫ 0

T−t

|v′(T − η)|2dη = 2λ

∫ T−t

0

z(η)dη,

onde na penúltima igualdade usamos a mudança de variável ξ = T −η. Resumindo temos

0 ≤ z(y) ≤ 2λ

∫ y

0

z(η)dη, ∀ y ∈ [0, T ],

z(0) = |v′(T )|2 = 0.

Logo, pelo lema de Gronwall, segue que z(t) = 0, ∀ t ∈ [0, T ]. Desta forma, v′(t) = 0 em
L2(Ω), ∀ t ∈ [0, T ]. Como por hipótese v(T ) = 0, conclúımos que v(t) = 0 em L2(Ω), ∀
t ∈ [0, T ].

2

Agora podemos provar que ‖u(t)‖ > 0, ∀ t ≥ 0. De fato, suponha, por um momento,
que ‖u(T )‖ = 0 para algum T > 0. De (3.20) e a imersão H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) temos

|u′ν(T )|
ν−1 + ‖uν(T )‖2α

≤ c
‖u′ν(T )‖2

ν−1 + ‖uν(T )‖2α
< c

(
γ

C2

)2

,

ou seja, existe uma constante positiva k tal que

|u′ν(T )|2 ≤ k
(
ν−1 + ‖uν(T )‖2α

)
, ∀ ν ∈ N.

Levando-se em conta (3.26) e (3.27), tomando o limite na desigualdade acima encon-
tramos
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|u′(T )|2 ≤ k‖u(T )‖2α = 0.

Portanto u satisfaz as condições do Lema 3.1, donde resulta que u(t) = 0 em L2(Ω),
∀ t ∈ [0, T ]. Em particular, u(0) = u0 = 0 o que contradiz a hipótese u0 6= 0. Isto prova
que

‖u(t)‖ > 0, ∀ t ≥ 0. (3.36)

Provaremos agora a unicidade. Sejam u e v satisfazendo (i)-(iv) e consideremos w =
u− v. Então

w′′(t)− ‖u(t)‖2α∆u(t) + ‖v(t)‖2α∆v(t) + 2γw′(t) = 0

mas

− ‖u(t)‖2α∆u(t) + ‖v(t)‖2α∆v(t)

= −‖u(t)‖2α (∆u(t)−∆v(t))− ‖u(t)‖2α∆v(t) + ||v(t)||2α∆v(t)

= ‖u(t)‖2α∆w(t)− (‖u(t)‖2α − ‖v(t)‖2α
)
∆v(t)

portanto

(
w′′(t)− ‖u(t)‖2α∆w(t) + 2γw′(t), v

)
=

((‖u(t)‖2α − ‖v(t)‖2α
)
∆v(t), v

)
,

∀ v ∈ H1
0 (Ω), ∀ t ≥ 0. Fazendo v = 2w′(t) na equação acima obtemos

d

dt
|w′(t)|2 + ‖u(t)‖2α d

dt
‖w(t)‖2 + 4γ|w′(t)|2

= 2
(‖u(t)‖2α − ‖v(t)‖2α

)
(∆v(t), w′(t))

≤ 2
∣∣||u(t)||2α − ||v(t)||2α

∣∣ |∆v(t)||w′(t)|
≤ C4

∣∣‖u(t)‖2α − ‖v(t)‖2α
∣∣ |w′(t)| (3.37)

mas

‖u(t)‖2α d

dt
‖w(t)‖2 =

d

dt

(‖u(t)‖2α‖w(t)‖2
)− α‖w(t)‖2‖u(t)‖2α−2 d

dt
‖u(t)‖2 (3.38)
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e

∣∣‖u(t)‖2α − ‖v(t)‖2α
∣∣ = |(‖u(t)‖α + ‖v(t)‖α) (‖u(t)‖α − ‖v(t)‖α)|
≤ C5 |‖u(t)‖α − ‖v(t)‖α|
≤ C6‖u(t)− v(t)‖
= C6‖w(t)‖. (3.39)

Usando (3.38) e (3.39) em (3.37), segue que

d

dt

[|w′(t)|2 + ‖u(t)‖2α‖w(t)‖2
]
+ 4γ|w′(t)|2

≤ C6‖w(t)‖|w′(t)|+ 2α‖w(t)‖2‖u(t)‖2α−2 ((u(t), u′(t)))

≤ C7

(‖w(t)‖2 + |w′(t)|2) + C8‖w(t)‖2,

donde

d

dt

(|w′(t)|2 + ‖u(t)‖2α‖w(t)‖2
) ≤ C9

(|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2
)
.

Integrando de 0 a t e notando que w(0) = w′(0) = 0, temos

|w′(t)|2 + ‖u(t)‖2α‖w(t)‖2 ≤ C9

∫ t

0

(|w′(ξ)|2 + ‖w(ξ)‖2
)
dξ, ∀ t ≥ 0.

Seja T > 0 arbitrariamente fixado e

δT = min
{‖u(t)‖2α; 0 ≤ t ≤ T

}
,

então

|w′(t)|2 + δT‖w(t)‖2 ≤ C9

∫ t

0

(|w′(ξ)|2 + ‖w(ξ)‖2
)
dξ, ∀ t ∈ [0, T ].

Agora tomando o min{1, δT} temos que existe uma constante CT tal que

|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2 ≤ CT

∫ t

0

(|w′(ξ)|2 + ‖w(ξ)‖2
)
dξ, ∀ t ∈ [0, T ].
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Pelo Lema de Gronwall segue que

|w′(t)|2 + ‖w(t)‖2 = 0 em [0, T ],

logo

w(t) = 0 em H1
0 (Ω), ∀ t ∈ [0, T ],

o que prova a unicidade.
2

3.2 Comportamento Assintótico

Nesta seção vamos aplicar o método de Nakao, e mostrar o decaimento algébrico da energia

E(t) = |u′(t)|2 +
1

α + 1
‖u(t)‖2α+2, t ≥ 0, (3.40)

onde u é a função dada pelo teorema (3.1).

Teorema 3.2 Consideremos as mesmas hipóteses do teorema (3.1) e seja u satisfazendo
(i)-(v). Então existe uma constante positiva k tal que

E(t) ≤ k(1 + t)−
1
α (3.41)

Demonstração:
Fazendo v = 2u′(t) em (iv), temos

d

dt

(
|u′(t)|2 +

1

α + 1
‖u(t)‖2α+2

)
+ 4γ|u′(t)|2 = 0.

Logo

d

dt
E(t) + 4γ|u′(t)|2 = 0. (3.42)

Portanto a energia é decrescente. Integrando (3.42) de 0 a t temos
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E(t) + 4γ

∫ t

0

|u′(ξ)|2dξ = E(0) =: E0

isto é, E é limitada por E0.

Mostraremos agora que E(t) satisfaz a desigualdade do Lema de Nakao. De fato,
integrando (3.42) de t a t + 1 e fazendo

F 2(α+1)(t) = E(t)− E(t + 1),

temos

4γ

∫ t+1

t

|u′(ξ)|2dξ = F 2(α+1)(t). (3.43)

Portanto

4γ

(∫ t+ 1
4

t

|u′(ξ)|2dξ +

∫ t+ 3
4

t+ 1
4

|u′(ξ)|2dξ +

∫ t+1

t+ 3
4

|u′(ξ)|2dξ

)
= F 2(α+1)(t). (3.44)

Pelo teorema do valor médio para integrais, existem t1 ∈
[
t, t +

1

4

]
e t2 ∈

[
t +

3

4
, t + 1

]

tais que

|u′(t1)|
4

2

=

∫ t+ 1
4

t

|u′(ξ)|2dξ e
|u′(t2)|

4

2

=

∫ t+1

t+ 3
4

|u′(ξ)|2dξ.

Isto e (3.44) nos conduz a

4γ

(
|u′(t1)|

4

2

+

∫ t+ 3
4

t+ 1
4

|u′(ξ)|2dξ +
|u′(t2)|

4

2
)

= F 2(α+1)(t).

Portanto

|u′(t1)|2 + |u′(t2)|2 ≤ F 2(α+1)(t)

γ
. (3.45)
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Por outro lado,

E(t) = |u′(t)|2 +
1

α + 1
‖u(t)‖2α+2 ≥ 1

α + 1
‖u(t)‖2α+2 ≥ C10

α + 1
|u(t)|2α+2,

donde

|u(t)|2(α+1) ≤ C11E(t). (3.46)

Fazendo em (iv), v = u(t), temos

‖u(t)‖2α+2 = − d

dt
(u′(t), u(t)) + |u′(t)|2 − 2γ(u′(t), u(t)).

Integrando de t1 a t2

∫ t2

t1

‖u(ξ)‖2α+2dξ = (u′(t1), u(t1))− (u′(t2), u(t2)) +

∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ

− 2γ

∫ t2

t1

(u′(ξ), u(ξ))dξ

≤ |u′(t1)||u(t1)|+ |u′(t2)||u(t2)|+
∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ

+ 2γ

∫ t2

t1

|u′(ξ)||u(ξ)|dξ. (3.47)

Agora, seja ε > 0. Usando a desigualdade de Young (com q = 2(α + 1) e p = 2(α+1)
2α+1

),
(3.45), (3.46) e o fato que E(t) é decrescente, para i = 1, 2 temos

|u′(ti)||u(ti)| ≤ 2α + 1

2(α + 1)ε
1

2α+1

|u′(ti)|
2(α+1)
2α+1 +

ε

2(α + 1)
|u(ti)|2(α+1)

≤ 2α + 1

2γ
α+1
2α+1 (α + 1)ε

1
2α+1

F
2(α+1)2

2α+1 (t) +
C11ε

2(α + 1)
E(ti)

≤ 2α + 1

2γ
α+1
2α+1 (α + 1)ε

1
2α+1

F
2(α+1)2

2α+1 (t) +
C11ε

2(α + 1)
E(t),

ou seja

|u′(ti)||u(ti)| ≤ C12(ε)F
2(α+1)2

2α+1 (t) + C13εE(t). (3.48)
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De (3.43), (3.46) e o fato de que E = E(t) é decrescente, temos também que

2γ

∫ t2

t1

|u′(ξ)||u(ξ)|dξ ≤ 2γ

[
sup

t≤ξ≤t+1
|u(ξ)|

] ∫ t+1

t

|u′(ξ)|dξ

≤ 2γ

[
sup

t≤ξ≤t+1
|u(ξ)|

](∫ t+1

t

|u′(ξ)|2dξ

) 1
2

≤ √
γ

[
sup

t≤ξ≤t+1
|u(ξ)|

]
Fα+1(t)

≤ √
γC

1
2(α+1)

11 E
1

2(α+1) (t)Fα+1(t)

≤ √
γC

1
2(α+1)

11 E
1

2(α+1)

0 Fα+1(t)

= C14F
α+1(t). (3.49)

Usando (3.43), (3.47)-(3.49), temos

∫ t2

t1

‖u(ξ)‖2α+2dξ ≤ 2C12(ε)F
2(α+1)2

2α+1 (t) + 2C13εE(t) +
F 2(α+1)(t)

4γ
+ C14F

α+1(t)

=

[
2C12(ε)F

2α2

2α+1 (t) +
F 2α(t)

4γ
+ C14F

α−1(t)

]
F 2(t)

+ 2C13εE(t), (3.50)

sabemos que F (t) = (E(t)− E(t + 1))
1

2(α+1) e como E = E(t) é decrescente resulta que

0 ≤ F (t) ≤ c, c-constante, ∀ t ≥ 0. Além disso, note que
2α2

2α + 1
> 0, 2α > 0 e α− 1 ≥ 0.

Logo

(
2C12(ε)F

2α2

2α+1 (t) +
F 2α(t)

4γ
+ C14F

α−1(t)

)
≤ C15(ε), ∀ t ≥ 0. (3.51)

Este fato e (3.50) implicam que

∫ t2

t1

‖u(ξ)‖2α+2dξ ≤ C15(ε)F
2(t) + 2C13εE(t). (3.52)

Por outro lado, temos que

E(t) = |u′(t)|2 +
1

α + 1
‖u(t)‖2α+2 ≤ |u′(t)|2 + ‖u(t)‖2α+2.
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Integrando de t1 a t2, usando (3.43), (3.51) e (3.52) resulta

∫ t2

t1

E(ξ)dξ ≤
∫ t2

t1

|u′(ξ)|2dξ +

∫ t2

t1

‖u(ξ)‖2α+2dξ

≤ F 2(α+1)(t)

4γ
+ C15(ε)F

2(t) + 2C13εE(t)

=

(
F 2α(t)

4γ
+ C15(ε)

)
F 2(t) + 2C13εE(t)

≤ 2C15(ε)F
2(t) + 2C13εE(t).

Novamente, pelo teorema do valor médio para integrais, existe t∗ ∈ [t1, t2] tal que

(t2 − t1)E(t∗) =

∫ t2

t1

E(ξ)dξ ≤ 2C15(ε)F
2(t) + 2C13εE(t).

Logo

1

2
E(t∗) ≤ 2C15(ε)F

2(t) + 2C13εE(t). (3.53)

Agora, integrando (3.42) de t a t∗, temos

E(t) = 4γ

∫ t∗

t

|u′(ξ)|2dξ + E(t∗)

De (3.43), (3.51), (3.53) e esta última igualdade obtemos

E(t) ≤ F 2(α+1)(t) + 4C15(ε)F
2(t) + 4C13εE(t)

=
(
F 2α(t) + 4C15(ε)

)
F 2(t) + 4C13εE(t)

≤ 4(γ + 1)C15(ε)F
2(t) + 4C13εE(t)

= C16(ε)F
2(t) + C17εE(t).

Escolhendo ε tal que 0 < ε <
1

C17

temos que existe uma constante C18 independente de t

tal que

E(t) ≤ C18F
2(t),
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ou ainda

Eα+1(t) ≤ C19F
2(α+1)(t).

Sabendo que E é decrescente, a desigualdade acima nos leva a

sup
t≤ξ≤t+1

{
Eα+1(ξ)

} ≤ C19 (E(t)− E(t + 1)) .

Aplicando o Lema de Nakao, concluimos a demonstração de teorema (3.2).
2
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